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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы исследования. Современные информационные

системы развиваются в сторону решения интеллектуальных задач, тради-

ционно решаемых человеком. Ядром таких систем могут стать математи-

ческие модели, содержащие блок управления и позволяющие рационально

выбирать управляющие воздействия на допустимом множестве. Таким об-

разом, стимулируется разработка новых оптимизационных моделей и мето-

дов их применения. Для решения конечномерных оптимизационных задач

существует широкий спектр эффективных методов. Однако, если в опти-

мизационной задаче присутствует фактор времени, то задача существенно

усложняется, и требуются специализированные методы. Так в рамках тео-

рии оптимального управления (ОУ) развивается моделирование оптимиза-

ционных динамических систем.

Основы современной теории ОУ заложены в основном в 1940-60 гг. клас-

сическими работами Р.Беллмана, Л.С.Понтрягина и их учеников, когда

актуальные проблемы того времени стимулировали развитие нового аппа-

рата моделирования. В первую очередь это были инженерно-технические

задачи (управление летательными аппаратами, автоматическое управле-

ние, космическая навигация и т.д.). Именно в это время были предложены

принцип динамического программирования Беллмана, принцип максиму-

ма Понтрягина, достаточные условия оптимальности Кротова.

В 70-е годы 20-го века область приложения теории ОУ вышла за рам-

ки инженерно-технических задач и нашла применение в рамках экономи-

ческих и социально-экологических проблем. Так на основе аппарата тео-

рии ОУ были построены динамические макроэкономические модели (одно-

продуктовая модель, двухсекторная модель): Р.М.Солоу, Л.В.Канторович,

И.Г.Поспелов, Д.Касс, Дж.И.Штиглиц, Л.А.Бекларян, М.Интрилигатор,

В.А.Колемаев., В.Ф.Кротов и др. Позднее появились микроэкономиче-

ские модели (модели фирм, управление рекламными расходами, кредит-

ная стратегия и т.д.): М.Нерлов, К.Дж.Эрроу, М.Л.Видаль, Х.Б.Вольф,

М.Блок, В.А.Дыхта, О.Н.Самсонюк, Х.Джян, Л.Липин и др.

При управлении экономическими процессами часто возникает ситуация,

при которой реакция системы на внешнее воздействие, изменение свойств

системы происходят с запаздыванием во времени: Р.Аллен, А.Г. Гранберг,

В.П.Максимов, П.М.Симонов, Дж.-П.Обин, У.Брандт-Поллман и др. Ана-

лиз таких процессов возможен на основе математических моделей, учиты-
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вающих эффект запаздывания, с последующим применением соответству-

ющих методов.

Потребность в распространении подхода, основанного на применении

интеллектуальных информационных систем в управлении экономически-

ми процессами, стимулирует создание новых оптимизационных моделей и

методов их анализа.

Степень научной разработанности темы исследования. Со-

временное состояние проблемы численного решения задач ОУ, а также

нелинейных и сингулярных (линейных или нелинейных) дифферен-

циальных и интегральных уравнений характеризуется многообразием

и сложностью подходов, часто ориентированных на достаточно узкий

класс задач (А.В.Аргучинцев, В.А.Срочко, Д.А.Бенсон, А.В. Рао,

Ж.Т.Хантингтон, Т.П.Торвальдсен, Ф.Бирал, Е.Бертолаци, П.Босетти,

Б.А.Конвэй и др.).

Первым типом методов решения задач ОУ является метод конечно-

разностных аппроксимаций (отражен в монографиях Э.Полака, Д.Табака

и Б.Куо), когда дифференциальная система заменяется конечно-

разностной, ограничения задачи переходят в ограничения на значения

сеточных функций, интегралы заменяются соответствующими суммами. К

полученной конечномерной задаче НП можно применять соответствующие

численные методы НП. К достоинствам подхода стоит отнести универ-

сальность его применения практически к любым задачам ОУ. Недостатки

подхода также очевидны: метод приводит, как правило, к задачам большой

размерности и сложной структуры; в нем плохо учитывается специфика

задач ОУ, именно, динамическая связь дискретизированных фазовых пере-

менных; происходит резкое усложнение задачи с увеличением интервала,

на котором решается задача ОУ. Также с уменьшением шага дискре-

тизации растет накапливаемая ошибка, порождаемая соответствующей

дискретной схемой.

Второй тип методов базируется на методах, основанных на условиях

экстремума, главным образом принципа максимума Л.С.Понтрягина. Эти

методы достаточно полно изложены в монографии Н.Н.Моисеева. Они сво-

дят исходную экстремальную задачу к нелинейной краевой задаче относи-

тельно фазовых и сопряженных переменных с условием максимума, поз-

воляющим выразить параметры управления через эти переменные. Среди

численных методов, принадлежащих данному классу, стоит выделить мето-
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ды: сведение задачи ОУ к задаче отыскания корней трансцендентной функ-

ции, методы переноса граничных условий, метод Крылова-Черноусько.

Данные методы относительно просты для программирования и позволяют

использование стандартных программ. Однако задача получения парамет-

ров управления через фазовые и сопряженные переменные в нетривиаль-

ных случаях очень сложна. Следующим недостатком данных методов яв-

ляется то, что полученное решение чаще всего является только претенден-

том на оптимальное. Если на оптимальной траектории встречаются участ-

ки с особым управлением, то методы, основанные на принципе максимума

Л.С.Понтрягина, становятся неработоспособны в окрестности оптималь-

ного решения. Для задач ОУ с промежуточными фазовыми ограничения-

ми необходимые условия формулируются настолько сложно (А.Д.Иоффе,

Л.С.Понтрягин, В. Г. Болтянский, Р.В. Гамкрелидзе, Е.Ф.Мищенко), что

применение методов данного класса становится практически невозмож-

ным. Также отметим синтетический подход Ю.Г.Евтушенко, сочетающий

априорную разностную дискретизацию исходной задачи как в первом клас-

се методов, но на основе схем высокого порядка Рунге-Кутты, и вычисление

производных функционалов задачи ОУ с дискретным временем с исполь-

зованием сопряженных переменных (для каждого функционала своей).

Третий тип методов решения объединяет методы, в которых минимиза-

ция функционала исходной задачи выполняется градиентными методами

в некотором функциональном пространстве на основе вычисления соот-

ветствующих градиентов минимизируемого функционала и функционалов,

определяющих ограничения задачи. Градиенты функционалов вычисляют-

ся с помощью сопряженных переменных, причем для каждого функциона-

ла решается своя сопряженная задача Коши. Этот класс прямых мето-

дов (не использующих на итерациях условий экстремума) представлен в

монографиях Р.П.Федоренко и Ф.П.Васильева. Метод параметризации,

разрабатываемый в диссертации, наиболее близок к методам этого типа.

Отдельно можно выделить метод второго порядка, основанный на второй

вариации траектории (О.И.Дривотин).

Наиболее развитыми численными методами данного типа являются ва-

рианты метода проекции градиента (метод условного градиента, метод ми-

нимальной поправки, алгоритм восстановленного градиента и др.) и метод

последовательной линеаризации. К основному недостатку метода проекции

градиента стоит отнести: построение проекции фиксированного управле-
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ния на ограничивающее множество зачастую является задачей по слож-

ности равносильной исходной. Недостатки метода последовательной лине-

аризации: сложность построения области, которой должно принадлежать

линейное приращение управления; сложность определения величины при-

ращения. Кроме того, трудность этих методов заключается в сложности

достаточно точной аппроксимации функциональных производных при чис-

ленной реализации.

Развиваются активно методы, в которых применяется параметризация

функций, входящих в постановку задачи ОУ. Для линейных задач ОУ

рассматривается параметризация управления и переход к специальным

задачам линейного программирования (Р. Габасов, Ф.М.Кириллова,

Н.М.Дмитрук). Для билинейных задач ОУ предлагается параметри-

зация управления кусочно-постоянными функциями (А.В.Аргучинцев,

В.А.Срочко), таким образом, исходная задача ОУ сводится к конечно-

мерной задаче квадратичного программирования. Кроме того, в ряде

работ (Е.В.Аксенюшкина, В.А.Срочко, А.В.Фоминых, В.В.Карелин,

Л.Н.Полякова, А.В.Чернов, О.Н.Корсун, А.В.Стуловский, А.Посвиата)

применяется параметризация управляющего воздействия на основе ли-

нейной комбинации некоторого базиса функций с последующим анализом

специфицированной задачи (типа задач). Для выбранной параметризации

и специфицированной задачи предлагаются прямые алгоритмы решения.

Активно разрабатывается класс прямых методов решения задач

ОУ, основанных на сведении исходной проблемы к задаче НП за счет

представления фазовых переменных в виде полиномиальных сплайнов,

управляющих переменных в виде сеточной функции (Дж.Т., Беттс,

Д.А.Бенсон, А.В. Рао, Ж.Т.Хантингтон, Т.П.Торвальдсен, Дж.Элнагар,

М.Раззаджи, П.Дж.Энрайт, Б.А.Конвэй). В данном классе много работ

посвящено прямым ортогональным коллокационным методам гауссов-

ских квадратур (Д. Гарг, М.А.Паттерсон, В.В.Хагер, Д.А.Бенсон,

А.В. Рао, Ж.Т.Хантингтон, Т.П.Торвальдсен, К. Гонг, И.М.Росс,

В.Канг, Ф.Фахру, С.Л.Дарбу, Дж.Элнагар, М.Раззаджи, М.Каземи,

С.Камесваран, Л.Т.Биглер). Во всех этих работах предполагается

непрерывность управляющих переменных, аппроксимирующие поли-

номы строятся в форме Лагранжа или Чебышёва. Различие опреде-

ляется выбором точек квадратурной формулы, так можно выделить

подходы Лежандра-Гаусса (Д.А.Бенсон, А.В. Рао, Ж.Т.Хантингтон,
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Т.П.Торвальдсен), Лежандра-Гаусса-Радау (Д. Гарг, М.А.Паттерсон,

В.В.Хагер, С.Л.Дарбу, С.Камесваран, Л.Т.Биглер, Ф.Лю), Лежандра-

Гаусса-Лобатто (Дж.Элнагар, М.Раззаджи, М.Каземи, А.Л.Херман,

Б.А.Конвэй).

На основе коллакационных методов реализованы программные модули

(У.М.Агамави, А.В. Рао), в которых для решения получаемых задач

НП используются соответствующие методы первого и второго порядка.

При этом стоит отметить, что вычисление соответствующих производных

выполняется на основе конечной разности первого порядка, а полученная

задача может иметь достаточно большую размерность (У.М.Агамави,

А.В. Рао, М.А.Паттерсон, Ф.Топпуто, С.Джанг). Последнее вынуж-

дает исследователей применять алгоритмы, не требующие вычисление

производных, например, генетические алгоритмы (Б.А.Конвэй). В

работе А.В.Чернова при параметризации управления экспоненциально-

квадратичными сплайнами для оптимизации полученной задачи НП

используется метод Хука-Дживса. Можно сделать вывод, что при па-

раметризации функций, входящих в исходную задачу ОУ, эффективное

применение оптимизационных методов первого и второго порядка весь-

ма затруднительно. Это объясняется тем, что получаемые задачи НП

опосредованно задают зависимость целевой и ограничивающих функций

от переменных (параметров), следовательно, вычисление производных

(первого и второго порядка) становится сложным в нелинейных задачах

ОУ.

В диссертации для численного анализа динамических экономических

моделей используется и развивается относительно новый класс аналитико-

численных методов ОУ, основанный на априорном представлении искомого

управления в кусочно-аналитическом параметризованном виде на времен-

ных интервалах с переменными узлами и введении сопряжённых диффе-

ренциальных уравнений, упрощающих вычисления производных основного

(оптимизируемого) функционала и функционалов, определяющих условия

оптимизации. Идея данного класса методов параметризации была предло-

жена и реализована в работах В.К. Горбунова (1978 г., 1979 г.). Достоин-

ством подхода является разделение дискретизации задач Коши в исходной

проблеме ОУ и решение задачи НП.

Повышение сложности математических моделей реальных объектов

и процессов неизбежно приводит исследователей к проблеме, назы-
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ваемой некорректностью вычислительных задач. Так при численном

решении задач ОУ существенные трудности вызывают задачи с особым

ОУ (В. Г.Антоник, В.А.Срочко, Р. Габасов, Ф.М.Кириллова, Г.Келли,

Р.Копп, Г.Мойер, Р.П.,Федоренко), задачи с промежуточными фазо-

выми ограничениями (О.И.Костюкова, Е.А.Костина, С.В.Прищепова,

А.И.Тятюшкин). Задачи с промежуточными фазовыми ограничениями

зачастую возникают при моделировании процессов стабилизации, демп-

фирования (О.И.Костюкова, С.В.Прищепова), экономических процессов

(С.А.Ашманов, А.М.Тер-Крикоров, М.В.Дж.Блок), задачи с особым

управлением в ракетодинамике, космической навигации, электротехнике

(Г.Келли, Р.Копп, Г.Мойер). Уравнения, содержащие малый параметр при

старшей производной (сингулярно возмущенные уравнения) проявляются

во многих задачах моделирования процессов в аэродинамике, балисти-

ке, химической кинетике, молекулярной и ядерной физике (Э.Хайрер,

С.Нерсетт, Г. Ваннер, В.И.Шалашилин, Е.Б.Кузнецов).

Таким образом, нерегулярные задачи математического моделирования

становятся типичным явлением и их усложнение требует постоянного раз-

вития соответствующей теории и численных методов.

Можно выделить тренд на развитие систем принятия решений в

управлении экономическими системами, что влечет создание новых

оптимизационных моделей, учитывающих динамику экономических

факторов. При управлении организационно-техническими системами

предприятия перманентно совершенствуют свои методы и методологию

управления с учетом уменьшения издержек, прогнозирования рисков

внешней среды, собственных возможностей. Среди многообразия раз-

личных методов организации управленческой деятельности выделяются

принципы “точно в срок”, “под заданную себестоимость”, “с учетом рис-

ков” (В.В.Клочков, В.А.Вдовенков, В.И.Баклашов, Д.Н.Казанская,

П.О.Скобелев). Информатизация деятельности на предприятии вынуж-

денно требует формализации самих принципов управления (Ю.В.Власов,

А.А.Чурсин, В.В.Клочков, В.А.Вдовенков, Д.В.Ковков, Н.А.Окатьев,

Р.В.Шамин, В.И.Баклашов, Д.Н.Казанская, П.О.Скобелев), для этого

разрабатываются экономико-математические модели на основе исполь-

зования адекватного математического инструментария. В диссертации

предлагается формализация принципов управления “точно в срок”, “под

заданную себестоимость”, “с учетом рисков” и их интеграция в виде
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математической модели управления.

Одной из первых динамических моделей, учитывающих инвестиции,

является модель Солоу-Свана. В модели предполагается, что инвестиции

все свое влияние оказывают на выпуск продукции в тот же временной такт,

когда они были введены. Следующим шагом в развитии инвестиционных

моделей стала модель двухсекторной экономики (М.Интрилигатор). Раз-

витие инвестиционных моделей на основе модели Солоу-Свана получило

в работах авторов: А.А.Красовский, А.М.Тарасьев, M.Эсфандиари,

Дж.Фаббри, M.Якопетта, Л.A. Гардашова, Б.Ж.Гуиримов. Мо-

дели с запаздыванием в освоении инвестиций развивались авто-

рами: Ю.П.Иванилов, А.В.Лотов, А.В.Прасолов, П.М.Симонов,

А.Б.Поманский, Г.Ю.Трофимов. В диссертации развивается мак-

роэкономическая модель двухсекторной экономики: рассматривается

точечное запаздывание как в управлении, так и в динамике фондов.

Также развивается инвестиционная модель с распределенным влиянием

инвестиций.

Моделирование рекламных воздействий с распределенным запаздыва-

нием началось с дискретных статистических моделей (С.В.Дж.Гренжер).

Эффект запаздывания в рекламе с непрерывно распределенным воздей-

ствием позднее был смоделирован в работе А.Бенсоуссана, А.Бультеза,

П.Наерта, данная модель была модифицирована У.Пауэлсом. Здесь де-

лается предположение, что эффект от рекламного воздействия длится от

момента его произведения до текущего момента времени. Однако, для то-

варов кратковременного пользования нет необходимости рассматривать

длительные интервалы воздействия факторов на спрос. Текущая отдача

от рекламного воздействия, произведнного достаточно давно, носит ско-

рее случайный характер. Ещё один важный момент состоит в том, что в

моделях А.Бенсоуссана, А.Бультеза, П.Наерта, У.Пауэлса не учитывает-

ся влияние на спрос факторов нерекламного характера. При анализе ди-

намических оптимизационных моделей, посвященных воздействию рекла-

мы, нужно отметить модель рекламы М.Нерлова, К.Дж.Эрроу. В раз-

витиях этой модели были выделены такие нерекламные факторы как це-

на товара (Ж.М.Эриксон, Ж.И.Фрачтер, Л.Ламбертини), его качество

(П.Д.Джованни), узнаваемость бренда (А.Буратто, Ж.Закур). Второй

классической моделью, учитывающей рекламные воздействия, является

модель М.Л.Видаля, Х.Б.Вольфа. В этой модели, а также ее расшире-

9



ниях (К.Р.Дил, Р.Мукандан, В.Б.Элснер) учитывают долю охваченного

рынка, делают предположение об ограниченности рынка. Ещё один подход

в моделировании рекламы основывается на принятии во внимание влияние

других участников рынка, на основе чего строятся кооперативные и ан-

тагонистические оптимизационные модели. Дж.Е.Кимбелл трансформи-

ровал идею Ланчестера о соотношении между противостоящими силами

в виде модели анализа рекламных воздействий на конкурентном рынке.

Можно выделить ряд авторов (Дж.Хан, С.П.Сети, С.С.Сью, С.С.П.Ям,

Дж.Ванг, Ю.Ли, В.Джанг, С.Жанг, П.Е.Эзимаду, С.Ферштман, Т.Ванг,

К.Ванг, А.Ву, Л.Янг и др.), развивающих модель Кимбелла. В диссерта-

ции представлены результаты развития моделей управления рекламными

расходами: предложены динамические модели с распределенным эффек-

том от рекламных воздействий, эффекта накопленной репутации.

Математическое моделирование развития массовых заболеваний приве-

ло к созданию моделей, которые применяются для прогнозирования разви-

тия эпидемий и пандемий. Первый тип моделей, используемых для анализа

распространения эпидемий, связан с использованием статистических ме-

тодов (Д.Бенвенуто, М.Джованетти, Л.Вассало, Ф.Броуер, С.Кастилло-

Чавес, Б.Хайес, С.И.Сиеттос, Л.Руссо). Следующий тип моделей характе-

ризуется наличием «континуальных» связей в виде системы дифференци-

альных либо интегро-дифференциальных уравнений в частных производ-

ных (модели класса SIS, SIR, SIIR, SEIR, SVIR), можно отметить ряд ав-

торов (Ф.Броуер, С.Кастилло-Чавес, Х.В.Хифкот, В.М. Гетц, Р.Солтер,

О.Мюллерклейн, С.И.Сиеттос, Л.Руссо и др.). Третий тип моделей пред-

полагает наличие целевых показателей и способы их достижения (мо-

дели управления). В качестве целевых критериев могут выступать: ми-

нимизация числа заболевших; минимизация смертности, вызванной за-

болеванием; минимизация рецессии экономики; оценка готовности систе-

мы здравоохранения к решению проблем, вызванных пандемией; много-

факторная оценка управленческих решений. Математическое моделиро-

вание детерминированных управляемых эпидемий рассматривалось ря-

дом авторов (Е.А.Андреева, Н.А.Семыкина, И.Д.Колесин, Е.Житкова,

М.С. Гомес, Ф.А.Рубио, Е.И.Мондрагон, Ж.Люббен, Ж.Гонсалес-Парра,

Б.Сервантес, С.Кастилло-Чавес). Отметим, что данные модели являются

медико-биологическими, в них слабо отражаются социальные показатели,

которые существенно влияют на поведение населения в условиях пандемии.
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В диссертации предлагается новый класс моделей управления

социально-экономическими системами в условиях массового заболева-

ния: наряду с традиционной компартментализацией социума в модель

включаются экономические и социальные факторы (доход/прибыль

экономической системы, затраты на строительство/переоборудование

больничных мест, влияние информационного воздействия).

Объект и предмет диссертационного исследования.Объектом ис-

следования являются численные методы решения задач ОУ с запаздывани-

ем, ориентированные на динамические оптимизационные модели экономи-

ческих процессов. Предмет исследования – метод параметризации для ре-

шения задач ОУ с учетом точечного и распределенного запаздываний; ди-

намические модели экономических систем; алгоритмы, программное обес-

печение, позволяющие находить оптимальное управление в задачах инве-

стирования производства, построения рекламных стратегий, управления

экономической системой в условиях массового заболевания, формализации

принципов менеджмента.

Цель и задачи диссертационного исследования. Целью исследо-

вания является разработка численного метода решения задач ОУ, поз-

воляющего на основе единого подхода решать оптимизационные задачи,

содержащие дифференциальные, интегро-дифференциальные уравнения,

уравнения с точечным запаздыванием; разработка нового класса опти-

мизационных моделей в управлении производственными, организационно-

техническими, экономическими динамическими системами, учитывающи-

ми запаздывание в управляющих и фазовых переменных.

Исходя из поставленной цели, формулируются следующие задачи:

1. разработка метода параметризации для задач ОУ, содержащих диф-

ференциальные связи с точечным запаздыванием;

2. разработка метода параметризации для задач ОУ, содержащих

интегро-дифференциальные связи;

3. обоснование сходимости метода параметризации по количеству пара-

метров в параметризованной функции управления;

4. разработка модели, формализующей принципы менеджмента “точно

в срок”, “под заданную себестоимость”, “с учетом рисков” в виде задачи ОУ;

5. разработка инвестиционной модели с точечным запаздыванием при

освоении инвестиций;

6. разработка инвестиционной модели с распределенным запаздыванием
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при освоении инвестиций;

7. разработка моделей построения рекламных стратегий с учетом запаз-

дывания отдачи от рекламных воздействий;

8. разработка модели управления экономической системой в условиях

массового заболевания;

9. разработка концепции построения программных средств, реализую-

щих метод параметризации;

10. проведение вычислительных экспериментов для определения эффек-

тивности метода параметризации;

11. проведение вычислительных экспериментов для верификации пред-

лагаемых моделей.

Методологическую основу диссертационного исследования со-

ставили методология математического моделирования, теория оптимально-

го управления, численные методы решения дифференциальных, интегро-

дифференциальных, интегральных уравнений, динамических оптимизаци-

онных задач, методы конечномерного программирования, статистические

методы, методы программирования.

Теоретической базой для проведения диссертационного исследования

послужили научные работы, посвященные: численным методам решения

задач ОУ; оптимизационным динамическим моделям с учетом эффекта за-

паздывания; динамическим моделям инвестирования, рекламных воздей-

ствий, управления массовым заболеванием. В процессе работы были изуче-

ны концепции и теоретические подходы к решению выдвигаемых проблем

ведущих специалистов в данных областях.

Эмпирическую базу составили: статистические данные с сайта Фе-

деральной службы государственной статистики; статистические данные с

сайта Федеральной службы государственной статистики по Ульяновской

области; отчеты ПАО «Мегафон»; статистические данные, представлен-

ные компанией Яндекс; правовая документация с портала «Гарант.ру»;

статистические данные с сайта Министерства здравоохранения Российской

Федерации; статистические данные с сайта ПАО «ОАК»; результаты на-

учных исследований, представленные в работах российских и зарубежных

ученых.

Научная новизна исследования заключается в разработке нового

численного метода решения задач ОУ с запаздыванием, что позволяет

на основе единого подхода решать различные задачи ОУ, в которых
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динамика описывается дифференциальными уравнениями, интегро-

дифференциальными уравнениями, дифференциальными уравнениями

с точечным запаздыванием. Также разработан новый класс моделей,

позволяющий учитывать запаздывание в оптимизационных моделях в

управлении производственными, организационно-техническими, экономи-

ческими динамическими системами: управление инвестициями, построение

рекламной стратегии, формализация принципов менеджмента, управление

экономической системой в условиях массового заболевания.

Положения, выносимые на защиту:

1. Метод параметризации, позволяющий находить численное решение

задач ОУ, содержащих дифференциальные связи с точечным запаздыва-

нием.

2. Метод параметризации, позволяющий находить численное решение

задач ОУ, содержащих интегро-дифференциальные связи.

3. Обоснование сходимости метода параметризации по функционалу за-

дачи ОУ, учитывающей запаздывание. Доказывается сходимость при сгу-

щении узлов искомого сплайна (параметризованного управления).

4. Класс математических моделей управления организационно-

техническими системами, основанными на принципах менеджмента

“точно в срок”, “под заданную себестоимость”, “с учетом рисков”.

5. Класс математических моделей управления производственными инве-

стициями с учетом эффекта точечного запаздывания в освоении инвести-

ций, распределенного запаздывания в освоении инвестиций.

6. Класс математических моделей построения рекламных стратегий с

учетом запаздывания отдачи от рекламных воздействий.

7. Класс моделей управления экономической системой в условиях мас-

сового заболевания с учетом социальных и экономических показателей.

8. Концепция построения программных средств для реализации метода

параметризации, ориентированного на решение задач ОУ, учитывающих

запаздывание в дифференциальных уравнениях.

9. Вычислительный эксперимент, выявляющий практическую эффек-

тивность метода параметризации, а также верификацию предлагаемых мо-

делей.

Теоретическая значимость работы обусловлена разработкой ново-

го численного метода, позволяющего на основании единого подхода ре-

шать эффективно задачи ОУ, содержащие: дифференциальные уравне-
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ния; интегро-дифференциальные уравнения; параметры, требующие опти-

мизации. Разработан новый класс моделей, позволяющих учитывать за-

паздывающий эффект в управлении производственными, организационно-

техническими, экономическими динамическими системами: инвестицион-

ные модели, модели построения рекламных стратегий, модели управле-

ния экономикой в условиях массового заболевания, модели формализации

принципов менеджмента.

Практическая значимость исследования заключается в том, что раз-

работанный метод параметризации может применяться для решения раз-

личных задач ОУ, возникающих при моделировании процессов, требую-

щих оптимизации. Разработанные модели позволяют находить оптималь-

ное управление для экономической системы в задачах инвестирования, по-

строения рекламной стратегии, управлении экономикой в условиях массо-

вого заболевания. При разработке высокоинтеллектуальных систем управ-

ления предприятием (фирмой, организацией) предлагаемые модели могут

стать ядром, обеспечивающим выработку решения для управляющего ор-

гана с учетом соответствующих принципов менеджмента.

Степень достоверности полученных результатов. Достоверность

выводов и результатов исследования обеспечена научной методологией ис-

следования, предполагающей доказательность теоретических выводов и их

верификацию по наблюдениям/измерениям характеристик моделируемо-

го объекта, корректным использованием численных методов, методов про-

граммирования, апробацией выводов диссертации.

Внедрение результатов. Результаты разработки метода параметри-

зации использовались в грантах РФФИ: № 01-01-00731 «Вариационные ме-

тоды регуляризации и решения вырожденных уравнений и неравенств»

(2001-2003 гг.); № 07-01-90000 Вьет/а «Разработка качественной теории и

методов приближенного решения дифференциально-алгебраических урав-

нений (ДАУ)» (2007-2008 гг.).

Результаты работы по созданию модели управления инвестициями, мо-

дели формализации принципов управления производственным предприя-

тием, модели рекламных воздействий использовались в рамках выполне-

ния государственного задания Министерства образования и науки РФ №

2.1816.2017/4.6 по теме «Исследование и разработка интегрированной ав-

томатизированной системы управления производственно-технологическим

планированием авиастроительного предприятия на базе цифровых техно-
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логий» (2017-2019 гг.).

В рамках гранта РНФ № 24-28-00542 «Разработка информационно-

аналитического инструмента моделирования и оптимизации управления

социально-экономическими системами в условиях массового заболе-

вания» (2024-2025 гг.) используется модель управления социально-

экономическими системами в условиях массового заболевания.

Результаты исследования используются в учебном процессе ФГБОУ ВО

«Ульяновский государственный университет»: в рамках дисциплин “Рекла-

ма на рынке ИКТ”, “Математические модели рекламных воздействий”.

Апробация результатов исследования. Апробация основных поло-

жений диссертационной работы проведена на Байкальском международ-

ном школе-семинаре “Методы оптимизации и их приложения” (Иркутск,

1998, 2001), Computational Science - ICCS 2003 (Санкт-Петербург, 2003),

Numerical treatment of differential equations (Halle (Saale), Germany, 2006),

3d International Conference Computational methods in applied mathematics:

CMAM-3 (Minsk, Belarus, 2007), 6th International Congress on Industrial

and Applied Mathematics (Zurich, Switzerland, 2007), Международной на-

учной школе-семинаре “Математическое моделирование, численные мето-

ды и комплексы программ” (Саранск, 2009, 2016), Международной науч-

ной конференции “Математическое моделирование физических, экономиче-

ских, социальных систем и процессов” (Ульяновск, 2009), “Проблемы ана-

лиза и моделирования региональных социально-экономических процессов”

(Казань, 2011), Международной научно-практической конференции “Ма-

тематика, статистика и информационные технологии в экономике, управ-

лении и образовании” (Тверь, 2015, 2016), на Международном молодеж-

ном симпозиуме по управлению, экономике и финансам (Казань, 2016),

на VI Всероссийской научной конференции с международным участием

“Региональная инновационная экономика: сущность, элементы, проблемы

формирования, новые вызовы” (Ульяновск, 2016), семинаре “Workshop on

Computer Modelling in Decision Making” (Саратов, 2017, 2018, 2022), XVI

научно-практической конференции с международным участием, “Цифро-

вая экономика промышленности и сферы услуг: состояние и тенденции

развития” (Санкт-Петербург, 2018), Международной конференции “Со-

временные направления и перспективы развития технологий обработки

и оборудования в машиностроении” (Севастополь, 2018, 2020), Между-

народной научно-практическая конференции ICIT-2019 “Информационно-
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коммуникационные технологии в науке и производстве” (Саратов, 2019),

VII научно-практической конференции “Цифровые технологии в эконо-

мике и промышленности” (ЭКОПРОМ-2019) (Санкт-Петербург, 2019), VI

научно-практической конференции с зарубежным участием “Цифровая

экономика и Индустрия 4.0: форсайт Россия” (INDUSTRY-2020) (Санкт-

Петербург, 2020), Всероссийском научно-практическом семинаре “Мате-

матическое и компьютерное моделирование и бизнес-анализ в условиях

цифровизации экономики” (Нижний Новгород, 2022, 2023, 2024), Научно-

практической конференции аспирантов и молодых ученых “Научные иссле-

дования и разработки молодых ученых” (Ульяновск, 2023, 2024), VIII Меж-

дународной школе-семинаре «Нелинейный анализ и экстремальные зада-

чи» (Иркутск, 2024).

Личный вклад. Все основные результаты, представленные в диссер-

тации, установлены автором самостоятельно. Разработан численный метод

решения задач ОУ (метод параметризации) для задач содержащих диффе-

ренциальные связи с точечным запаздыванием и распределенным запазды-

ванием. Доказана теорема о сходимости метода параметризации совместно

с В.К. Горбуновым. Предлагаемые оптимизационные модели экономиче-

ской динамики разработаны автором либо полностью самостоятельно, либо

под его руководством. Так обобщенная модель управления предприятием

с учетом определенных принципов менеджмента была разработана авто-

ром самостоятельно, её частные случаи: модель модификации производ-

ственного плана совместно с М.Н.Ярдаевой, модель управления потреб-

ностью в режущем материале самостоятельно, обобщенная модель выбо-

ра оснастки самостоятельно, её частный случай для дискретного произ-

водства совместно с А.А.Блюменштейном. Модели управления инвести-

циями: модель двухсекторной экономики с постоянным лагом запаздыва-

ния предложена автором, модель оптимальной инвестиционной стратегии

с распределенным лагом совместно с Н.Р.Ямалтдиновой. Модель часто-

ты рекламного воздействия разработана самостоятельно. Динамические

модели управления рекламными затратами были разработаны совмест-

но с Н.Р.Ямалтдиновой. Разработка моделей управления экономической

системой в условиях массового заболевания была проведена совместно с

М.С.Рыбиной.

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, пяти

глав, заключения, списка использованной литературы.
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении раскрывается актуальность темы исследования, сфор-

мулированы объект и предмет исследования, поставлены цели и задачи,

положения, выносимые на защиту, дана научная новизна, теоретическая

и практическая значимость работы, приведены сведения об апробации ре-

зультатов и публикациях.

Первая глава исследования содержит оригинальные модели, посвя-

щенные описанию некоторых проблем экономической динамики.

В параграфе 1.1 предложена математическая модель формализации

управления предприятием с учетом принципов “точно в срок”, “под задан-

ную себестоимость”, “с учетом рисков” и их интеграция.

В рамках модели процесс производства блага разбивается на конечное

число этапов; результат каждого этапа количественно измерим и дости-

гается за фиксированный временной интервал. Значение результата опре-

деляется количественным набором ресурсов и производственных факто-

ров и описывается соответствующей производственной функцией. Делает-

ся предположение о зависимости от времени результата этапов, наборов

ресурсов и производственных факторов. Устанавливая горизонт планиро-

вания и другие дополнительные условия, в модели можно описать опреде-

ленные принципы управления предприятием. С точки зрения математиче-

ских условий, модель представляет собой задачу ОУ.

Так принцип управления “точно в срок” сводится к решению динами-

ческой системы с точечным запаздыванием, в рамках которой требуется

формирование расписания задействования ресурсов и факторов для каж-

дого этапа. Целью информационной системы (ИС) предприятия является

автоматизированное обеспечение, ресурсов оптимальным образом. В слу-

чае внеплановых изменений, вызванных внешним воздействием, в ИС про-

исходит уточнение решения в задаче ОУ.

Принцип “под заданную себестоимость” описывается за счет введения

кумулятивных издержек на производство продукции за период планиро-

вания, формулируется требование обеспечения себестоимости продукции

не выше заданной. Ставится задача поиска необходимых ресурсов и фак-

торов с условием выполнения плановых показателей и обеспечения задан-

ной себестоимости. Получаемая задача ОУ позволяет строить оптимальное

плановое распределение ресурсов и факторов.

Для описания принципа “с учетом рисков” вводятся случайные величи-
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ны, оказывающие негативные влияния на получение результата на этапах:

потери ресурсов; потери факторов; организационно-технологические поте-

ри. Вводится зависимость случайных величин от значений факторов, ре-

сурсов, а также времени. Для оценки рисков определяется функция потерь

(функция штрафов), которая вычисляет суммарные потери компании при

выходе за фиксированные допустимые нормы. Поиск оптимального набо-

ра ресурсов и факторов, обеспечивающих плановые показатели с учетом

порогового значения функции потерь, представляет собой задачу ОУ с за-

паздыванием.

Обеспечение интегрального принципа управления “точно в срок, под за-

данную себестоимость, с учётом рисков” представляет собой объединение

трех рассматриваемых моделей в одну: при заданном периоде планирова-

ния, заданной себестоимости, фиксированном итоговом выпуске и задан-

ных нормах потерь найти набор ресурсов и факторов, удовлетворяющих

всем введенным ограничениям. Если такие наборы ресурсов и факторов

неединственны, то любой такой набор рассматривается в качестве реше-

ния интегрального принципа. Выбор оптимального набора интегрального

принципа обеспечивается за счет введения дополнительного критерия.

В подразделах 1.1.2, 1.1.3, 1.1.4 приведены частные случаи модели

управления некоторыми процессами на производственном предприятии с

учетом принципов управления. Так в 1.1.2 предлагается модель модифика-

ции производственного плана, в рамках модели описаны принципы “точно

в срок”, “с учётом рисков”. В 1.1.3 предлагается модель управления по-

требностью в режущем инструменте, в рамках модели описаны принципы

“точно в срок”, “под заданную себестоимость”. В 1.1.4 дана обобщенная мо-

дель выбора оснастки, приведена формализация принципов “точно в срок”,

“с учётом рисков”, “под заданную себестоимость”.

В параграфе 1.2 описаны модели управления инвестициями. В под-

разделе 1.2.2 представлена модифицированная модель двухсекторной

экономики: отдача от инвестиций в производственные фонды и соответ-

ствующее управленческое решение происходят с постоянной задержкой.

Динамика фондов представляется:{︂
�̇�1 = 𝛼𝑢(𝑡− 𝜏1)𝑥1(𝑡− 𝜏1)− 𝜇1𝑥1(𝑡),

�̇�2 = 𝛼(1− 𝑢(𝑡− 𝜏2))𝑥1(𝑡− 𝜏2)− 𝜇2𝑥2(𝑡).
(1)

Различие в лагах запаздывания 𝜏1, 𝜏2 объясняется различной организаци-

онной технологией в секторах. Начальное состояние задается известными
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функциями 𝑥01(𝑡), 𝑥
0
2(𝑡), 𝑢

0(𝑡) при 𝑡 ⩽ 𝑡0. Управление 𝑢 обозначает долю

фондов первого сектора, направляемую на воспроизводство:

0 ⩽ 𝑢(𝑡) ⩽ 1, 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇. (2)

Критерием качества является максимизация суммарного потребления

благ на интервале планирования [𝑡0;𝑇 ]:∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑥2(𝑡)𝑑𝑡→ max . (3)

Формулируется задача оптимального распределения выпускающих фон-

дов для достижения максимального суммарного выпуска потребительских

благ в виде задачи ОУ с точечным запаздыванием: максимизация (3) при

условиях (1), (2), 𝑥1(𝑡) = 𝑥01(𝑡), 𝑥2(𝑡) = 𝑥02(𝑡), 𝑢(𝑡) = 𝑢0(𝑡) при 𝑡 ⩽ 𝑡0.

В подразделе 1.2.3 представлена инвестиционная модель производ-

ственной компании. Пусть 𝑦(𝑡) – доход фирмы в момент времени 𝑡; 𝐼(𝑡) –

реальные инвестиции в 𝑡; 𝑣(𝑡) – кумулятивный инвестиционный эффект к

моменту 𝑡; 𝑤(𝑡) – совокупный эффект от факторов, отличных от реальных

инвестиций в 𝑡.

Для оценки неинвестиционных факторов используются значения дохода

в прошлые моменты времени:

𝑣(𝑡) =

∫︁ 𝜏2

𝜏1

𝐺(𝜏)𝐼(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏 ; 𝑤(𝑡) = 𝑔(𝑦(𝑡− 𝜏3)); 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑣(𝑡), 𝑤(𝑡)). (4)

Функция 𝐺(𝜏) определяет распределенный характер временной отдачи

от инвестиций в стационарных условиях развития фирмы. Кумулятивный

эффект от инвестиций наблюдается на множестве [𝜏1; 𝜏2] (теоретически 𝜏2
может быть равно +∞, но на практике это значение ограничено). К функ-

ции 𝐺(𝜏) выдвигаются требования: 𝐺(𝜏) ⩾ 0,∀𝜏 ∈ [0; +∞); lim
𝜏→+∞

𝐺(𝜏) = 0;

∃𝜏 * : 𝐺(𝜏) возрастает при 𝜏 ∈ [0; 𝜏 *), 𝐺(𝜏) убывает при 𝜏 ∈ (𝜏 *; +∞).

Функции 𝑓(𝑣, 𝑤), является аналогом производственной функции, сле-

довательно: функция 𝑓(𝑣, 𝑤) ⩾ 0, ∀𝑣, 𝑤; функция 𝑓(𝑣, 𝑤) возрастает по
переменной 𝑣; если инвестиции идут на восполнение или расширение фон-

дов без изменения технологии, то функция 𝑓(𝑣, 𝑤) вогнута по 𝑣.

Функция 𝑔(𝑦) представляет собой оценку влияния факторов, отличных

от реальных инвестиций. Параметр 𝜏3 является постоянным лагом.

Ограничения на функцию инвестиций записываются в виде:

0 ⩽ 𝐼(𝑡) ⩽ 𝐼(𝑡), 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇. (5)
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Здесь 𝐼(𝑡) – детерминированная функциия, описывающая стратегию по

формированию инвестиционного бюджета.

Совокупная прибыль на плановом периоде определяется функционалом:

𝐽(𝐼(·)) ≡ Π(𝑇 ) =

∫︁ 𝑇

𝑡0

(𝑦(𝑡)− 𝐼(𝑡)− 𝑐(𝑦(𝑡), 𝑡)) 𝑑𝑡. (6)

Формулируется задача ОУ с эффектом последействия: максимизировать

функционал (6) со связями на фазовые переменные (4) и ограничениями

на управление (5). Также в подразделе 1.2.2 формулируется другой вид

ограничений на инвестиции и приводятся условия, позволяющие поставить

задачу определения инвестиционной стратегии с учетом принципов управ-

ления “точно в срок” и “под заданную себестоимость”.

В параграфе 1.3 строятся модели управления рекламными затратами.

В подразделе 1.3.1 приведена модель управления одноканальной рекламой,

в подразделе 1.3.2 – многоканальной рекламой.

Пусть 𝑦(𝑡) – доход фирмы в момент времени 𝑡 ∈ [𝑡0;𝑇 ]; 𝑟 – коли-

чество медиаканалов, услугами которых фирма может воспользоваться.

Обозначим 𝑢𝑖(𝑡) как величину рекламных вложений в 𝑖−й медиаканал,

𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟. Набор величин 𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), ..., 𝑢𝑟(𝑡) ∈ R𝑟
+) представля-

ет собой управленческое решение фирмы.

Введем функцию кумулятивного рекламного воздействия 𝑣(𝑡) и функ-

цию кумулятивного воздействия предыдущих продаж 𝑤(𝑡), которые опре-

делены 𝑡 ∈ [𝑡0;𝑇 ]. Определены соотношения:

𝑤(𝑡) =

∫︁ 𝜏2

𝜏1

𝐺𝑦(𝜏)𝑦(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏. (7)

𝑣(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∫︁ 𝜏12

𝜏11

𝐺1(𝜏)𝑔1 (𝑢1(𝑡− 𝜏), 𝑢2(𝑡− 𝜏), . . . , 𝑢𝑟(𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏

∫︁ 𝜏22

𝜏21

𝐺2(𝜏)𝑔2 (𝑢1(𝑡− 𝜏), 𝑢2(𝑡− 𝜏), . . . , 𝑢𝑟(𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏

. . .∫︁ 𝜏𝑟2

𝜏𝑟1

𝐺𝑟(𝜏)𝑔𝑟 (𝑢1(𝑡− 𝜏), 𝑢2(𝑡− 𝜏), . . . , 𝑢𝑟(𝑡− 𝜏)) 𝑑𝜏

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (8)

Здесь 𝐺1(𝜏), 𝐺2(𝜏), . . . , 𝐺𝑟(𝜏), 𝐺𝑦(𝜏) – функции, определяющие весо-

вой характер воздействия предыдущих рекламных затрат и предыдущих
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продаж, соответственно; 𝑔𝑖 (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟) – функция, отображающая сово-

купный эффект на аудиторию 𝑖−го медиаканала от вложений в рекламу,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟; 𝜏 – лаг запаздывания реакции потребителей на рекламные и

нерекламные воздействия; [𝜏𝑖1; 𝜏𝑖2] - интервал лагов запаздывания, на про-

тяжении которого накапливается рекламное воздействие от использования

𝑖-го медиаканала, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟; [𝜏1; 𝜏2] – интервал лагов запаздывания, на

котором накапливается воздействие от предыдущих продаж.

Предполагается, что известны начальные условия по рекламе �̃�(𝑡) =

(�̃�1(𝑡), �̃�2(𝑡), . . . , �̃�𝑟(𝑡)) и выручке 𝑦(𝑡) до начала планируемого периода:

�̃�𝑖(𝑡) – кусочно непрерывная функция, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, 𝑦(𝑡) – непрерывная

при 𝑡 < 0, и 𝑢𝑖(𝑡) = �̃�𝑖(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡) при 𝑡 < 0.

Значение выручки в момент времени 𝑡 определяется соотношением:

𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑣(𝑡), 𝑤(𝑡)). (9)

Свойства функций модели:

1) Функция 𝑓(𝑣, 𝑤) выручки монотонно возрастает и вогнута по 𝑣 и 𝑤.

2) Функции 𝐺𝑖(𝜏), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟: 𝐺𝑖(𝜏) ≥ 0, 𝜏 ∈ [0; +∞);

lim𝜏→+∞𝐺𝑖(𝜏) = 0; 𝐺′
𝑖(𝜏) ≥ 0, 𝜏 ∈ [0; 𝜏 *𝑢𝑖

); 𝐺′
𝑖(𝜏) ≤ 0, 𝜏 ∈ (𝜏 *𝑢𝑖

; +∞).

Здесь 𝜏 *𝑢𝑖
– точка максимальной отдачи на медиаканале 𝑖.

3) Функция 𝐺𝑦(𝜏): 𝐺𝑦(𝜏) ≥ 0, 𝜏 ∈ [0; +∞); lim𝜏→+∞𝐺𝑦(𝜏) = 0; 𝐺′
𝑦(𝜏) ≥

0, 𝜏 ∈ [0; 𝜏 *); 𝐺′
𝑦(𝜏) ≤ 0, 𝜏 ∈ (𝜏 *; +∞). Здесь 𝜏 * – точка максимальной

отдачи от эффекта бренда.

4) Функции 𝑔𝑖(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟) непрерывны по всем аргументам и

𝑔𝑖(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟) ≥ 0 для любых 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟,). В некоторой

окрестности нулевых рекламных затрат 𝑂𝜀1 = {𝑢 ∈ R𝑟
+ : ‖𝑢‖ < 𝜀1}

отдача от рекламы не дает эффекта: 𝑔𝑖(𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝑂𝜀1. Существует

𝑂𝜀2 = {𝑢 ∈ R𝑟
+ : ‖𝑢‖ < 𝜀2}, что для любых 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑂𝜀2: 𝑢

1 < 𝑢2 следует

𝑔𝑖(𝑢
1) ≤ 𝑔𝑖(𝑢

2). При дальнейшем увеличении рекламы может произойти

уменьшение отдачи.

Пусть суммарный поток рекламного бюджета ограничен функцией 𝐵(𝑡),

тогда множество рекламных программ 𝑈 :

𝑈𝐵(𝑡) =

{︃
𝑢(𝑡) ∈ R𝑟 :

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡) ⩽ 𝐵(𝑡), 𝑢𝑖(𝑡) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟

}︃
,

𝑈 = {𝑢(·) : 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]} . (10)
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Прибыль Π за период [0;𝑇 ] определяется:

𝐽(𝑢(·)) ≡ Π(𝑇 ) =

∫︁ 𝑇

0

(︃
𝑦(𝑡)− 𝑐(𝑦(𝑡), 𝑡)−

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡)

)︃
𝑑𝑡. (11)

Максимизация (11) при условиях (8), (7), (9), (10) – задача ОУ.

В параграфе 1.4 дана постановка модели управления экономической

системой в условиях массового заболевания. Введём разбиение населения

(𝑁, чел.) на компартменты: 𝑃 – число соблюдающих ограничительные ме-

ры; 𝑆 – число не соблюдающих ограничительные меры; 𝐸 – число заразив-

шихся; 𝐼 – число заболевших; 𝑄 – число госпитализированых; 𝑅 – число

выздоровевших; 𝐷 – число умерших.

Социально-экономические показатели: 𝑌 – валовый выпуск (руб.); Π –

прибыль экономического субъекта (руб.); 𝐾 – стоимость основных фондов

экономического субъекта (руб.); 𝐿 – объём результативного труда (чел.);

𝑍 – количество койко-мест для размещения заболевших (ед.).

Управляющие воздействий органов власти: 𝑢1 – вложения в переобо-

рудование существующих койко-мест (руб.); 𝑢2 – вложения в строитель-

ство новых больниц (руб.); 𝑢3 – вложения в информационную кампанию

по борьбе с заболеванием (руб.). Ограничения по управлению (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 3):

𝑢𝑖(𝑡) ⩾ 0,

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑢𝑖(𝑡)𝑑𝑡 ⩽ 𝐵𝑖; 𝑢𝑖(𝑡) – кусочно-непрерывные функции.

Моменты принятия решений: 𝜏1 – момент времени введения ограничи-

тельных мер; 𝜏2 – момент времени снятия ограничений. Эффект от вве-

дения/снятия ограничительных мер приводит к разрыву фазовых траек-

торий: 𝑆(𝜏1+) = (1 − 𝑎)𝑆(𝜏1−), 𝑃 (𝜏1+) = 𝑃 (𝜏1−) + 𝑎𝑆(𝜏1−); 𝑆(𝜏2+) =

𝑆(𝜏2−) + 𝑏𝑃 (𝜏2−), 𝑃 (𝜏2+) = (1− 𝑏)𝑃 (𝜏2−).

Динамика фазовых переменных:

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑘𝑃𝑆𝑃 (𝑡) + 𝑘𝑅𝑆𝑅(𝑡− 𝜏)−

(︂
𝑘𝑆𝐸

(︂
𝐼(𝑡)

𝑁(𝑡)

)︂
+ 𝑘𝑆𝑃 (𝑈3(𝑡))− 𝜌

)︂
𝑆(𝑡), (12)

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝑘𝑆𝑃 (𝑈3(𝑡))𝑆(𝑡)− 𝑘𝑃𝑆𝑃 (𝑡), (13)

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑘𝑆𝐸

(︂
𝐼(𝑡)

𝑁(𝑡)

)︂
𝑆(𝑡)− 𝑘𝐸𝐼𝐸(𝑡), (14)

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑘𝐸𝐼𝐸(𝑡)− (𝑘𝐼𝑄 + 𝑘𝐼𝑅 + 𝑘𝐼𝐷)𝐼(𝑡), (15)
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𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝑘𝐼𝑄𝐼(𝑡)− (𝑘𝑄𝐷 + 𝑘𝑄𝑅)𝑄(𝑡), (16)

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑘𝐼𝑅𝐼(𝑡) + 𝑘𝑄𝑅𝑄(𝑡)− 𝑘𝑅𝑆𝑅(𝑡− 𝜏). (17)

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝑘𝑄𝐷𝑄(𝑡) + 𝑘𝐼𝐷𝐼(𝑡). (18)

𝑑𝑍

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑢2(𝑡− 𝜏))− 𝜇𝑍(𝑡) + 𝑘𝑢1(𝑡), (19)

где 𝜌 – естественный прирост населения в долях от общей численности

населения; 𝜏 – время, в течение которого сохраняется иммунитет у вы-

здоровевших; 𝑘𝑆𝑃 , 𝑘𝑆𝐸, 𝑘𝑅𝑆, 𝑘𝑃𝑆, 𝑘𝑆𝐸, 𝑘𝑆𝑃 , 𝑘𝑆𝐼 , 𝑘𝐼𝑄, 𝑘𝐼𝑅, 𝑘𝐼𝐷, 𝑘𝑄𝐷, 𝑘𝑄𝑅

– интенсивности перехода лиц между компартментами; 𝑔(𝑢2) – функция

преобразования инвестиций в строительство больниц (новых койко-мест);

𝜏 – лаг запаздывания в освоении инвестиций; 𝜇 – амортизация больничных

фондов; 𝑘 – параметр переоборудования существующих койко-мест.

Алгебраические связи (𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 ): 𝑁(𝑡) = 𝑃 (𝑡) + 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) +

𝑄(𝑡)+𝑅(𝑡) – сумма компартментов; 𝐿(𝑡) = 𝑠1𝑃 (𝑡)+𝑠2𝑆(𝑡)+𝑠3𝐸(𝑡)+𝑠4𝑅(𝑡)

– результативный труд, 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4 – коэффициенты результативности тру-

да компартментов; 𝑌 (𝑡) = 𝐹 (𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)), 𝐹 – производственная функция;

𝑄(𝑡) ⩽ 𝑍(𝑡) – обеспеченность койко-местами.

Рассматривается социальный критерий качества

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐸(𝑡)𝑑𝑡 и эко-

номический

∫︁ 𝑇

𝑡0

(𝑌 (𝑡)− 𝑢1(𝑡)− 𝑢2(𝑡)− 𝑢3(𝑡)) 𝑑𝑡. Управляющий орган

социально-экономической системы, выбирая критерий (максимизируя

экономический или минимизируя социальный), инициирует решение

соответствующей задачи ОУ.

Вторая глава посвящена математическому анализу некоторых моде-

лей, представленных в первой главе диссертации. В параграфе 2.1 ана-

лизируются модели управления инвестициями. Подраздел 2.1.1 посвящен

выявлению структуры оптимального управления в модели (1), (2), (3) при

𝜏1 = 𝜏2 = 0 и фиксированных начальных условиях. В 2.1.2 анализирует-

ся структура оптимального управления и обосновывается существование

решения в модели максимизации (6) при условиях (5), (4).

Теорема 1. Пусть 𝑓(𝑣, 𝑤) непрерывна по переменым 𝑣, 𝑤 и монотон-

но не убывает по переменной 𝑣, 𝑔(𝑦) непрерывна по переменной 𝑦. Тогда

выполняется одна из следующих альтернатив:
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1. Существует {𝐼*(𝑡), 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇} : (5), решение уравнений (4)

{𝑣*(𝑡), 𝑤*(𝑡),Π*(𝑡), 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇} : 𝐽(𝐼*(·)) ⩾ 𝐽(𝐼(·)) для любой 𝐼(·) : (5).
2. Существует последовательность инвестиционных функций

{𝐼𝑠(𝑡), 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇} : (5) и значение 𝐽 : 𝐽(𝐼𝑠(·)) → 𝐽, 𝑠→ ∞, 𝐽(𝐼(·)) ⩽ 𝐽

для любой 𝐼(·) : (5).
Теорема 2. Пусть {𝐼*(𝑡), 𝑣*(𝑡), 𝑤*(𝑡),Π*(𝑡)} является оптимальным

процессом в задаче максимизации (6) при условиях (5), (4), тогда суще-

ствуют функции 𝐻𝐼(𝑡), 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡) :

𝐻𝐼 = 𝑝1(𝑠)�̄�(0)− 1+

∫︁ 𝑇

𝑠

𝑝1(𝑡)
𝜕�̄�(𝑡− 𝑠)

𝜕𝑡
𝑑𝑡, �̄�(𝜏) =

{︂
𝐺(𝜏), 𝜏1 ⩽ 𝜏 < 𝜏2,

0, иначе;

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝1(𝑡) = 𝑝2(𝑡+ 𝜏3)
𝜕𝑔(𝑦)

𝜕𝑦

𝑓(𝑣, 𝑤)

𝜕𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑓(𝑣,𝑤),𝑣=𝑣(𝑡+𝜏3),𝑤=𝑤(𝑡+𝜏3)

𝜃(𝑇 − 𝑡− 𝜏3)

−
∫︁ 𝑇

𝑡

𝜕𝑓(𝑣, 𝑤)

𝜕𝑣

(︂
𝜕𝑐(𝑦, 𝑠)

𝜕𝑦
− 1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑓(𝑣,𝑤),𝑣=𝑣(𝑠),𝑤=𝑤(𝑠)

𝑑𝑠;

𝑝2(𝑡) = 𝑝2(𝑡+ 𝜏3)
𝜕𝑔(𝑦)

𝜕𝑦

𝑓(𝑣, 𝑤)

𝜕𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑓(𝑣,𝑤),𝑣=𝑣(𝑡+𝜏3),𝑤=𝑤(𝑡+𝜏3)

𝜃(𝑇 − 𝑡− 𝜏3)

−
∫︁ 𝑇

𝑡

𝜕𝑓(𝑣, 𝑤)

𝜕𝑤

(︂
𝜕𝑐(𝑦, 𝑠)

𝜕𝑦
− 1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑓(𝑣,𝑤),𝑣=𝑣(𝑠),𝑤=𝑤(𝑠)

𝑑𝑠;

и структура оптимального управления реальных инвестиций имеет сле-

дующую форму:

𝐼*(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐼(𝑡), 𝐻𝐼(𝑡) > 0,

0, 𝐻𝐼(𝑡) < 0,

𝐼, 𝐻𝐼(𝑡) = 0, 0 ⩽ 𝐼 ⩽ 𝐼(𝑡).

В параграфе 2.2 обосновывается существование решения и структура

оптимального управления в модели управления рекламными расходами:

максимизация (11) при условиях (8), (7), (9), (10).

Теорема 4. Пусть функция 𝐺𝑦(𝜏) ∈ 𝐶([𝜏1; 𝜏2]), функция 𝑓(𝑣, 𝑤) непре-

рывна и удовлетворяет условию Липшица по переменной 𝑤 для всех 𝑤,

функция 𝑓(𝑣, 𝑤), 𝑣 ≡ (𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑟), монотонно не убывает по всем 𝑣𝑖,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟. Тогда имеет место одна из следующих альтернатив:

1. Существует допустимая управляющая вектор-функция 𝑢*(·) ∈ 𝑈,

соответствующие данному управлению функции 𝑣(𝑡), 𝑤(𝑡) : (8), (7) и

значение функционала 𝐽(𝑢*(·)) : 𝐽(𝑢*(·)) ≥ 𝐽(𝑢(·)) для любой 𝑢(·) ∈ 𝑈 .
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2. Существует последовательность допустимых управляющих

вектор-функций 𝑢𝑠(·) ∈ 𝑈 и такое число 𝐽 : 𝐽(𝑢𝑠(·)) → 𝐽 при 𝑠 → ∞,

что 𝐽(𝑢(·)) ≤ 𝐽 для любого 𝑢(·) ∈ 𝑈.

Введем �̄�𝑖(𝜏), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, �̄�𝑦(𝜏) :

�̄�𝑖(𝜏) =

{︂
𝐺𝑖(𝜏), 𝜏𝑖1 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏𝑖2;

0, иначе.
�̄�𝑦(𝜏) =

{︂
𝐺𝑦(𝜏), 𝜏1 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏2;

0, иначе.

Теорема 5. Пусть {𝑢*(𝑡), 𝑣*(𝑡), 𝑤*(𝑡)} – оптимальный процесс в задаче

(11) при условиях (8), (7), (9), (10), тогда найдутся такие функции ℎ𝑖(𝑠)

(𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟), 𝑝𝑗(𝑠) (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟 + 1):

ℎ𝑖(𝑠) = 𝑝𝑖(𝑠)�̄�𝑖(0) +

∫︁ 𝑇

𝑠

𝑝𝑖(𝑡)
𝜕�̄�𝑖(𝑡− 𝑠)

𝜕𝑡
𝑑𝑡,

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑠

= −𝜕𝑓(𝑣
*(𝑠), 𝑤*(𝑠))

𝜕𝑣𝑖

(︂
𝑝𝑟+1(𝑠)�̄�𝑦(0) + 1− 𝜇+

∫︁ 𝑇

𝑠

𝑝𝑟+1(𝑡)
𝜕�̄�𝑦(𝑡− 𝑠)

𝜕𝑡

)︂
,

𝑑𝑝𝑟+1

𝑑𝑠
= −𝜕𝑓(𝑣

*(𝑠), 𝑤*(𝑠))

𝜕𝑤

(︂
𝑝𝑟+1(𝑠)�̄�𝑦(0) + 1− 𝜇+

∫︁ 𝑇

𝑠

𝑝𝑟+1(𝑡)
𝜕�̄�𝑦(𝑡− 𝑠)

𝜕𝑡

)︂
с конечными условиями 𝑝𝑖(𝑇 ) = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟 + 1, что оптимальное

распределение рекламных расходов при всех 𝑠 ∈ [0;𝑇 ] будет являться ре-

шением задачи:

𝑢*(𝑠) = 𝑎𝑟𝑔max
𝑢∈𝑈𝐵

𝑟∑︁
𝑖=1

(𝑔𝑖(𝑢)ℎ𝑖(𝑠)− 𝑢𝑖) .

В параграфе 2.3 анализируется выбор критерия качества в модели

управления экономической системой в условиях массового заболевания.

Рассматривается вывод VSL-критерия, в котором учитывается одновре-

менно как социальный критерий, так и экономический. Это происходит на

основании понятия «ценность статистической жизни». Другим вариантом

одновременного учета социального и экономического критериев рассмат-

ривается свертка соответствующих критериев.

Третья глава посвящена методу параметризации.

В параграфе 3.1 рассматривается задача ОУ со связями в виде ОДУ:

�̇� = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0; (20)

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ; (21)
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𝑔𝑙(𝑥(𝑇 )) ≤ 0, 𝑙 = 1, . . . ,𝑚; (22)

𝐽 = 𝑔0(𝑥(𝑇 )) → min . (23)

Фазовая переменная 𝑥(𝑡) ∈ ℜ𝑛, управление 𝑢(𝑡) ∈ ℜ𝑟 при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

Функции 𝑓𝑖(𝑥, 𝑢), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, и 𝑔𝑙(𝑧), 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚, 𝑧 ∈ ℜ𝑛, будем считать

дважды непрерывно дифференцируемыми по всем переменным. Время 𝑇

может быть свободным, задача (20)-(23) считается разрешимой в классе

кусочно-непрерывных или непрерывных функций 𝑢(𝑡).

Введем разбиение промежутка [𝑡0, 𝑇 ]:

𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ . . . ≤ 𝑡𝑁 ≡ 𝑇. (24)

Закрепим структуру управления:

𝑢𝜇(𝑡) = 𝑢𝑘𝜇(𝑡; 𝑣
𝑘
𝜇), 𝑡𝑘−1 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁, 𝜇 = 1, . . . , 𝑟, (25)

где 𝑣𝑘𝜇 ∈ 𝑅𝑑. При подстановке управления (25) в (20) получается решение

𝑧(𝑡), зависящее от параметров управления 𝑤𝑘 = (𝑡𝑘, 𝑣
𝑘).

Введем функции от управляющих параметров {𝑤𝑘} : 𝜙𝑙(𝑤
1, . . . , 𝑤𝑁) =

𝑔𝑙(𝑧(𝑇 ;𝑤
1, . . . , 𝑤𝑁−1, 𝑣𝑁)), 𝑙 = 0, 1, . . . ,𝑚. В терминах этих функций

задача (20)-(23) принимает форму задачи НП:

𝜙0(𝑤
1, . . . , 𝑤𝑁) → min при ограничениях

𝜙𝑙(𝑤
1, . . . , 𝑤𝑁) ≤ 0, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚,

𝑊 = {𝑤𝑘 : 𝑤𝑘−1
0 ≤ 𝑤𝑘

0 , 𝑢
𝑘(𝑡; 𝑣𝑘) ∈ 𝑈, 𝑤𝑘−1

0,0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑤𝑘
0,0,

𝑘 = 1, ..., 𝑁 ; 𝑤0
0,0 = 𝑡0, 𝑤

𝑁
0,0 ≡ 𝑇 ≤ 𝑇 *}.

(26)

В задаче (26) связь между переменными обусловлена условием (20).

Определим функцию Гамильтона-Понтрягина 𝐻(𝑝, 𝑥, 𝑢) =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑥, 𝑢),

введем сопряженную вектор-функцию 𝑝𝑙(𝑡) = (𝑝𝑙1(𝑡), . . . , 𝑝
𝑙
𝑛(𝑡)) :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

�̇�𝑙 = − 𝜕𝐻(𝑝𝑙(𝑡), 𝑥, 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥(𝑡)

, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

𝑝𝑙(𝑇 ) =
𝜕𝑔𝑙(𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑥(𝑇 )

, 𝑙 = 0, 1, . . . ,𝑚.

Теорема 6. Пусть функции 𝑓, 𝑔𝑙, 𝑙 = 0, 1, ...,𝑚, входящие в постановку

задачи (20)-(23), непрерывно дифференцируемы по фазовым и управляю-

щим переменным, тогда для первых производных функций 𝜙𝑙 по парамет-

рам управления верны формулы:
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𝜕𝜙𝑙(𝑤
1, . . . , 𝑤𝑁)

𝜕𝑡𝑘
= 𝐻(𝑝𝑙(𝑡𝑘), 𝑥(𝑡𝑘), 𝑢

𝑘(𝑡𝑘, 𝑣
𝑘))−𝐻(𝑝𝑙(𝑡𝑘), 𝑥(𝑡𝑘), 𝑢

𝑘+1(𝑡𝑘, 𝑣
𝑘+1));

𝜕𝜙𝑙(𝑤
1, . . . , 𝑤𝑁)

𝜕𝑇
= 𝐻(𝑝𝑙(𝑇 ), 𝑥(𝑇 ), 𝑢(𝑇 ));

𝜕𝜙𝑙(𝑤
1, . . . , 𝑤𝑁)

𝜕𝑣𝑘𝜇,𝛼
=

𝑡𝑘∫︁
𝑡𝑘−1

𝜕𝐻(𝑝𝑙(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡; 𝑣𝑘))

𝜕𝑢𝜇

𝜕𝑢𝑘𝜇(𝑡; 𝑣
𝑘)

𝜕𝑣𝑘𝜇,𝛼
𝑑𝑡.

В теореме 7 диссертации приведены формулы вычисления производных

второго порядка функций 𝜙𝑙.

В параграфе 3.2 рассматривается задача ОУ с точечным запаздыва-

нием:

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− ℎ), 𝑢(𝑡)); (27)

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ; (28)

𝑥(𝑡) = 𝜓(𝑡), 𝑡0 − ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0; (29)

𝐽 = 𝑔(𝑥(𝑇 )) → min . (30)

Фазовая переменная 𝑥(𝑡) ∈ ℜ𝑛, управление 𝑢(𝑡) ∈ ℜ𝑟 при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

𝑓 : ℜ1+2𝑛+𝑟 → ℜ𝑛, 𝑔 : ℜ𝑛 → ℜ, 𝜓 : ℜ → ℜ𝑛. Функция 𝜓(𝑡) – описывающая

поведение 𝑥 до момента 𝑡0. Скалярная величина ℎ > 0, определяет точечное

запаздывание системы. Решение задачи (27)-(30) может быть найдено в

классе кусочно-непрерывных управляющих функций.

Пусть управление (28) параметризовано в виде (24), (25), тогда решение

𝑧(𝑡) задачи (27), (29) принимает зависимость от 𝑤𝑘 = (𝑡𝑘, 𝑣
𝑘). Введем функ-

цию 𝜙(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁) = 𝑔(𝑧(𝑇 ;𝑤1, . . . , 𝑤𝑁−1, 𝑣𝑁)). Исходная задача (27)-(30)

редуцируется к задаче НП:

𝜙(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁) → min
𝑊

(31)

Множество 𝑊 определено в (26), а формальная функция 𝜙(·) определе-
на через систему дифференциальных уравнений (27), (29).

Введем функцию Гамильтона-Понтрягина:

𝐻(𝑡, 𝑝, 𝑥, 𝜉, 𝑢) = ⟨𝑝, 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜉, 𝑢)⟩
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и сопряженную систему на 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= − 𝜕𝐻(𝑝(𝑡), 𝑥, 𝜉, 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥(𝑡),𝜉=𝑥(𝑡−ℎ)

− 𝜕𝐻(𝑝(𝑡+ ℎ), 𝑥, 𝜉, 𝑢(𝑡+ ℎ))

𝜕𝜉
𝐼(𝑡 ∈ [𝑡0;𝑇 − ℎ])

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥(𝑡+ℎ),𝜉=𝑥(𝑡)

.

с конечным условием 𝑝(𝑇 ) =
𝜕𝑔(𝑥(𝑇 ))

𝜕𝑥(𝑇 )
.

Теорема 9. Пусть функции f, g, входящие в постановку задачи (27)-

(30), непрерывно дифференцируемы по всем переменным. Тогда для вы-

числения первых производных целевого функционала задачи (31) по пара-

метрам верны формулы:

𝜕𝜙(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁)

𝜕𝑡𝑘
= 𝐻(𝑡𝑘, 𝑝(𝑡𝑘), 𝑥(𝑡𝑘), 𝑥(𝑡𝑘 − ℎ), 𝑢𝑘(𝑡𝑘, 𝑣

𝑘))−

𝐻(𝑡𝑘, 𝑝(𝑡𝑘), 𝑥(𝑡𝑘), 𝑥(𝑡𝑘 − ℎ), 𝑢𝑘+1(𝑡𝑘, 𝑣
𝑘+1));

𝜕𝜙(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁)

𝜕𝑇
= 𝐻(𝑇, 𝑝(𝑇 ), 𝑥(𝑇 ), 𝑥(𝑇 − ℎ), 𝑢𝑁(𝑇, 𝑣𝑁));

𝜕𝜙(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁)

𝜕𝑣𝑘𝜇,𝛼
=

∫︁ 𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝜕𝐻(𝜏, 𝑝(𝜏), 𝑥(𝜏), 𝑥(𝜏 − ℎ), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑢𝜇

𝜕𝑢𝑘𝜇(𝜏, 𝑣
𝑘)

𝜕𝑣𝑘𝜇,𝛼
𝑑𝜏.

В параграфе 3.3 рассматривается задача ОУ с распределенным за-

паздыванием:

𝐽 = 𝑔(𝑥(𝑇 )) → min (32)

при ограничениях:

�̇�(𝑡) = 𝜓

⎛⎝𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡∫︁
𝑡0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠))𝑑𝑠

⎞⎠ , 𝑥(𝑡0) = 𝑥0; (33)

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇. (34)

Предполагается, что фазовая переменная 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, управление 𝑢 ∈ 𝑅𝑟,

множество 𝑈 замкнуто в 𝑅𝑟. Функции 𝜓 : 𝑅1+𝑛+𝑟+𝑚 → 𝑅𝑛, 𝑓 : 𝑅2+𝑛+𝑟 →
𝑅𝑚 и 𝑔 : 𝑅𝑛 → 𝑅 непрерывны и непрерывно-дифференцируемы по всем

переменным в некоторых областях соответствующих пространств. Пред-

полагается, что задача (32)-(34) разрешима в классе кусочно непрерывных

функций 𝑢(𝑡).
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При подстановке управления (24), (25) в (33) получается траектория

𝑧(𝑡), зависящая от параметров управления 𝑤𝑘 = (𝑡𝑘, 𝑣
𝑘). Введем функцию

𝜙
(︀
𝑤1, . . . , 𝑤𝑁

)︀
= 𝑔

(︀
𝑧
(︀
𝑇 ;𝑤1, . . . , 𝑤𝑁−1, 𝑣𝑁

)︀)︀
. В этом случае задача (32)-

(34) формально принимает форму задачи НП:

𝜙
(︀
𝑤1, . . . , 𝑤𝑁

)︀
→ min

𝑊
(35)

Множество 𝑊 определено в задаче (26). Функция 𝜙(·) определяется через
систему интегро-дифференциальных уравнений (33).

Обозначим 𝑞(𝑡) =

𝑡∫︁
𝑡0

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠))𝑑𝑠. Введем функцию Понтрягина

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑞, 𝑢, 𝑝𝑥, 𝑝𝑞) = ⟨𝑝𝑥(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑞)⟩+ ⟨𝑝𝑞(𝑡), 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑥, 𝑢)⟩+
𝑇∫︁
𝑡

⟨𝑝𝑞(𝑠), ℎ(𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑢)⟩ 𝑑𝑠

и сопряжённую систему:

�̇�𝑥(𝑡) = −
[︂
𝜕𝜓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑞(𝑡))

𝜕𝑥

]︂𝑇
𝑝𝑥(𝑡)−[︂

𝜕𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥

]︂𝑇
𝑝𝑞(𝑡)−

𝑇∫︁
𝑡

[︂
𝜕ℎ(𝑠, 𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥

]︂𝑇
𝑝𝑞(𝑠)𝑑𝑠;

�̇�𝑞(𝑡) = −
[︂
𝜕𝜓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑞(𝑡))

𝜕𝑞

]︂𝑇
𝑝𝑥(𝑡)

c конечным условием 𝑝𝑥(𝑇 ) =
𝜕𝑔(𝑥(𝑇 ))

𝜕𝑥
, 𝑝𝑞(𝑇 ) = 0.

Теорема 10. Пусть функции 𝑓, 𝑔, 𝜓, входящие в постановку задачи

(32)-(33), непрерывно дифференцируемы по всем переменным. Тогда для

вычисления первых производных целевого функционала задачи (35) верны

формулы:

𝜕𝜙(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁)

𝜕𝑡𝑘
= 𝐻(𝑡𝑘, 𝑥(𝑡𝑘), 𝑞(𝑡𝑘), 𝑢(𝑡𝑘 − 0), 𝑝𝑥(𝑡𝑘), 𝑝𝑞(𝑡𝑘))−

𝐻(𝑡𝑘, 𝑥(𝑡𝑘), 𝑞(𝑡𝑘), 𝑢(𝑡𝑘 + 0), 𝑝𝑥(𝑡𝑘), 𝑝𝑞(𝑡𝑘));
𝜕𝜙(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁)

𝜕𝑇
= 𝐻(𝑇, 𝑥(𝑇 ), 𝑞(𝑇 ), 𝑢(𝑇 ), 𝑝𝑥(𝑇 ), 𝑝𝑞(𝑇 ));

𝜕𝜙(𝑤1, . . . , 𝑤𝑁)

𝜕𝑣𝑘𝜇,𝛼
=

∫︁ 𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝜕𝐻(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑞(𝜏), 𝑢(𝜏), 𝑝𝑥(𝜏), 𝑝𝑞(𝜏))

𝜕𝑢𝜇

𝜕𝑢𝑘𝜇(𝜏, 𝑣
𝑘)

𝜕𝑣𝑘𝜇,𝛼
𝑑𝜏.
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В параграфе 3.4 исследуется сходимость метода параметризации, до-

казывается теорема о сходимости по количеству параметров в параметри-

зованной функции управления.

Четвертая глава посвящена разработанному программному комплек-

су, реализующему метод параметризации.

В параграфе 4.1 описаны функции пользователя программного ком-

плекса: идентификация задачи ОУ (ввод параметров модели, ввод уравне-

ний модели); настройка алгоритма оптимизации (параметризация управ-

ляющих воздействий, формирование сценария решения задачи НП); на-

стройка параметров численного решения задач Коши, вызванных методом

параметризации; настройка формата отчета о ходе решения задачи мето-

дом параметризации. В подразделе 4.1.2 описаны параметры используемые

в программном комплексе: параметры математической модели; параметры

сценария решения задачи НП, порожденной методом праметризации; пара-

метры численного решения Коши. В подразделе 4.1.3 дано описание общей

архитектуры программного комплекса: приведена структура модулей ком-

плекса; представлены функции, входящие в модули.

В параграфе 4.2 приведено описание вычислительных алгоритмов ре-

шения задачи НП, порождаемой методом парметризации. В рамках ком-

плекса реализованы: метод проекции градиента на множество специальной

структуры; модифицированный метод штрафных функций; методы реше-

ния задач на безусловный экстремум. В подразделе 4.2.2 описана общая

схема идентификации параметров модели, которые определяются на ос-

нове известного решения соответствующей динамической системы. Предо-

женная схема эквивалентна решению задачи ОУ с параметрами, требу-

ющими оптимизации. Приведен пример идентификации некоторых пара-

метров модели управления экономической системой в условиях массового

заболевания.
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Рис. Общий алгоритм действий пользователя при решении задачи ОУ

В пятой главе с помощью метода параметризации проведен численный

анализ ряда моделей: двухсекторной экономики, инвестиционной страте-
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гии фирмы, управления рекламными затратами, управления экономиче-

ской системой в условиях массового заболевания, управления движения

самолетом. В параграфе 5.1 для модели двухсекторной экономики (1),

(2), (3) рассмотрены дополнительные условия: ограничения по уровню фон-

дов, ограничения по монотонности развития фондов. Также рассматрива-

ется модификация модели двухсекторной экономики: точечное запаздыва-

ние в инвестициях, динамике развития фондов. С учетом вводимых усло-

вий проводится численный анализ оптимального управления инвестиция-

ми. Оценка параметров модели ( коэффициент фондотдачи 𝛼 и коэффици-

енты амортизации 𝜇1, 𝜇2) проводилась на основе статистических данных по

макроэкономическим показателям РФ, представленных на официальном

сайте Федеральной службы государственной статистики. Вычислительный

эксперимент проводился методом параметризации при различных значе-

ниях параметров модели, сделаны выводы об оптимальном управлении.

В параграфе 5.2 рассматривается модель оптимальной инвестицион-

ной стратегии фирмы (4), (5), (6). Оценка параметров модели проведе-

на на основе данных ПАО “ОАК”, представленных на официальном сайте

компании. На этапе оценки параметров выявлена длительность влияния

инвестиций, произведенных в определенный момент времени: наибольшее

влияние приходится на интервал от года до 2,5 лет. В свою очередь, со-

вокупное влияние неинвестиционных факторов имеет запаздывание в пол-

года. Производственная функция 𝑓(𝑣, 𝑤), введенная в (4), рассматрива-

ется в линейном виде. Функция распределения влияние инвестиций в ви-

де 𝐺(𝜏) = exp
(︀
𝑎𝜏 2 + 𝑏𝜏 + 𝑐

)︀
. Для полученной модели приведены резуль-

таты вычислительных экспериментов, выполненные применением принци-

па максимума Понтрягина для задачи ОУ с интегро-дифференциальными

связями. Полученное оптимальное решение определяет релейное управле-

ние инвестициями в рамках выделенного инвестиционного бюджета.

В параграфе 5.3 приведены вычислительные эксперименты с моделью

управления рекламными затратами (7), (8), (9), (10), (11). В подразделе

5.3.1 рассматривается модель управления рекламой в компании по предо-

ставлению услуг связи. На основе ежеквартальных статистических данных

о рекламных затратах и продажах компании ОАО “Мегафон” были оцене-

ны параметры модели (7), (8), (9), (10), (11) для случая одноканальной ре-

кламы. Было получено: после проведения рекламного мероприятия отдача

в продажи длится в течение полугода; эффект от нерекламных факторов
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имеет запаздывающий эффект от квартала до полугода. Функция выруч-

ки 𝑓(𝑣, 𝑤) (9) рассматривалась в линейном виде. Соответственно, функции

𝐺𝑢, 𝐺𝑦 в виде: 𝐺𝑢(𝜏) = 𝑔𝑢 exp(𝑏𝑢𝜏), 𝐺𝑦(𝜏) = 𝑔𝑦 exp(𝑏𝑦𝜏). Поиск оптималь-

ного решения выполнялся с помощью принципа максимума Понтрягина

для задачи ОУ с интегро-дифференциальными связями. Полученное опти-

мальное решение имеет релейный характер.

В подразделе 5.3.2 рассматривается модель управления рекламой в ком-

пании по производству и продаже одежды. Для оценки параметров модели

(7), (8), (9), (10), (11) использовались ежемесячные статистические данные

некоторой компании, занимающейся производством классической одежды.

Было получено: запаздывающий эффект от произведенной рекламы длит-

ся до двух месяцев, а от нерекламных факторов от одного месяца до трех.

Функция выручки 𝑓(𝑣, 𝑤) рассматривается в двух видах: линейный и муль-

типликативный. Для линейного вида 𝐺𝑢(𝜏) = exp(𝑎𝑢𝜏
2 + 𝑏𝑢𝜏), 𝐺𝑦(𝜏) =

exp(𝑎𝑦𝜏
2 + 𝑏𝑦𝜏); для мультипликативного 𝐺𝑢(𝜏) = exp(𝑎𝑢𝜏

2 + 𝑏𝑢𝜏 + 𝑐𝑢),

𝐺𝑦(𝜏) = exp(𝑏𝑦𝜏 + 𝑐𝑦). Полученные задачи ОУ решались модифицирован-

ным методом локальных вариаций и методом параметризации. Оптималь-

ное решение в обоих случаях имеет релейный характер. При сравнитель-

ном анализе модифицированного метода локальных вариаций и метода па-

раметризации выявлено: при увеличении точности расчетов (уменьшении

шага дискретизации) метод параметризации быстрее находит приемлемое

решение.

В параграфе 5.4 На основе модели управления экономической систе-

мой (12)-(19) в условиях массового заболевания приведены результаты экс-

периментов для двух субъектов макроэкономики: экономика РФ, экономи-

ка Ульяновской области. В подразделе 5.4.1 описана методология оценки

параметров модели (12)-(19) и сделаны оценки этих параметров для РФ

и Ульяновской области на основе статистических данных, относящихся к

пандемии COVID-19. Все данные были взяты из открытых источников в

сети Интернет. В подразделе 5.4.2 на основе полученной динамической мо-

дели дана оценка управленческим решениям, реализованным в период пан-

демии в РФ и Ульяновской области в 2020 г. В подразделе 5.4.3 при раз-

личных значениях параметров представлены оптимальные решения для

задачи управления системой (12)-(19) с социальным

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐸(𝑡)𝑑𝑡 и экономи-
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ческим

∫︁ 𝑇

𝑡0

(𝑌 (𝑡)− 𝑢1(𝑡)− 𝑢2(𝑡)− 𝑢3(𝑡)) 𝑑𝑡 критериями. В подразделе 5.4.4

рассмотрены варианты одновременного учета социального и эконмическо-

го критериев. Вводя некоторые предположения о поведении экономиче-

ской системы рассматривается VSL-критерий 𝐽𝑉 𝑆𝐿(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝜏1, 𝜏2), кото-

рый включает в себя оценку “ценности статистической жизни”, что позволя-

ет выразить социальную компоненту в денежном эквиваленте. При таком

критерии экономический и социальный аспект измеряются естественным

образом в сопоставимой форме. Второй подход основан на свертке социаль-

ного и экономического критериев путем сведения подынтегральных вели-

чин к безразмерным с последующим введением веса каждой компоненты.

В рамках подраздела 5.4.4 проведен анализ оптимальных решений, полу-

ченных методом параметризации при различных весах в критерии сверт-

ки 𝐽𝐶𝑂𝑁𝑉 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝜏1, 𝜏2). Сопоставлены оптимальные решения при VSL-

критерии и критерии свертки.

В Заключении сформулированы основные выводы по результатам ис-

следования в соответствии с поставленной целью и задачам по ее достиже-

нию.
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