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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì
íà÷àëà èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ â ñåðåäèíå ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Óðàâíå-
íèÿ òàêîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ, ñêîðîñòü èçìåíå-
íèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî íàñòîÿùèì, íî è ïðåäøåñòâóþùèì
ñîñòîÿíèÿìè. Òàêèå ïðîöåññû ÷àñòî íàçûâàþò �ïðîöåññàìè ñ çàïàçäû-
âàíèåì� èëè �ñ ïîñëåäåéñòâèåì�. Îíè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òåî-
ðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ, àâòîìàòèêè è òåëåìå-
õàíèêè, ðàäèîôèçèêè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ èììóíîëîãèè, ïðè
èçó÷åíèè ãåííûõ ñåòåé, ýêîíîìèêè è ò. ä. (ñì., íàïðèìåð, [8], [11], [12],
[14], [15], [20], [21], [24], [34], [36], [37], [51], [52], [54], [57], [58], [59], [67],
[69], [83], [85], [103], [104], [113], [114], [118], [119]).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ îãðîìíîå ÷èñëî ðàáîò ïî òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Äëÿ òàêèõ óðàâ-
íåíèé èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, ïðîâîäÿòñÿ òåîðåòè÷å-
ñêèå è ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé, ðàññìàòðèâàþòñÿ êîí-
êðåòíûå ìîäåëè, âîçíèêàþùèå â ïðèëîæåíèÿõ. Îäíîé èç âàæíûõ ïðî-
áëåì â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãó-
ìåíòîì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Ýòîé òåìàòèêå ïîñâÿ-
ùåí ðÿä ìîíîãðàôèé (ñì., íàïðèìåð, êíèãè À.Ä. Ìûøêèñà [55] (1951),
Ë.Ý. Ýëüñãîëüöà [96] (1955), Í.Í. Êðàñîâñêîãî [44] (1959), Ý. Ïèííè [60]
(1961), Ð. Áåëëìàíà è Ê. Êóêà [10] (1967), Â.Ï. Ðóáàíèêà [68] (1969),
À. Õàëàíàÿ è Ä. Âåêñëåðà [87] (1971), Ë.Ý. Ýëüñãîëüöà è Ñ.Á. Íîðêè-
íà [98] (1971), Þ.À. Ìèòðîïîëüñêîãî è Ä.È. Ìàðòûíþêà [53] (1979),
Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî è Â.Ð. Íîñîâà [39] (1981), Ñ.Í. Øèìàíîâà [95] (1983),
Äæ. Õåéëà [89] (1984), Ä.Ã. Êîðåíåâñêîãî [41] (1989), [42] (2008), Í.Â. Àç-
áåëåâà, Â.Ï. Ìàêñèìîâà è Ë.Ô. Ðàõìàòóëëèíîé [1] (1991), Þ.Ô. Äîëãî-
ãî [33] (1996), Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî è À.Ä. Ìûøêèñà [111] (1999), Í.Â. Àç-
áåëåâà è Ï.Ì. Ñèìîíîâà [4] (2001), Ê. Ãó, Â.Ë. Õàðèòîíîâà è Äæ. ×å-
íà [105] (2003) è äð.).

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñëåäóþùåãî âèäà

d

dt
(y(t)+Dy(t−τ)) = Ay(t)+By(t−τ)+F (t, y(t), y(t−τ)), t > 0, (0.1)
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ãäå A, B, D � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n× n, F (t, u, v) � âåùå-
ñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ Ëèïøèöà ïî u è îöåíêå

∥F (t, u, v)∥ ≤ q1∥u∥1+ω1 + q2∥v∥1+ω2, qi, ωi ≥ 0, i = 1, 2.

Öåëü íàøèõ èññëåäîâàíèé � èçó÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ñèñòåì âèäà (0.1) â ñëó÷àå, êîãäà
D � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà. Â äèññåðòàöèè äàåòñÿ îïèñàíèå îáëàñòåé äîïó-
ñòèìûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñèñòåìû ñóùåñòâóåò
íà âñåé ïîëóîñè {t > 0} è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, à òàê-
æå óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (0.1), õàðàêòåðèçóþùèå
ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ïðè t → ∞.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåíóëåâîé ìàòðèöû D ñèñòåìû óðàâíåíèé âè-
äà (0.1) â ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìàìè íåéòðàëüíîãî òèïà.
Óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà áûëè âïåðâûå âûäåëåíû â êíèãå [96] (ñì.
[10], ñòð. 112).

Èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì íà÷àëèñü áîëåå ïîëóâåêà íàçàä (À.À. Àíäðî-
íîâ è À.Ã. Ìàéåð [7], Ð. Áåëëìàí [9], Í.Í. Êðàñîâñêèé [43], Ë.Ñ. Ïîíòðÿ-
ãèí [61], Á.Ñ. Ðàçóìèõèí [62] è äð.). Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàèáîëåå
èçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèî-
íàðíûõ ðåøåíèé àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàç-
äûâàþùèì àðãóìåíòîì, ïðè ýòîì øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè
ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Îñíîâîé äëÿ íèõ ñëóæèò ñïåêòðàëü-
íûé êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà D = 0, â
ñèëó ýòîãî êðèòåðèÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè

d

dt
y(t) = Ay(t) +By(t− τ), t > 0, (0.2)

ýêâèâàëåíòíà ïðèíàäëåæíîñòè êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíà

det(A+ e−λτB − λI) = 0 (0.3)

ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè C− = {λ ∈ C : Reλ < 0} (ñì., íàïðèìåð, [10],
[89], [97]). Â ýòîì ñëó÷àå èç àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé âû-
òåêàåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü. Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà D �
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íåíóëåâàÿ, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëå-
âîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = Ay(t) +By(t− τ), t > 0, (0.4)

ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíà

det(A+ e−λτB − λI − λe−λτD) = 0 (0.5)

ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè C− = {λ ∈ C : Reλ < 0}. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (0.4)
ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíà (0.5) ïîëóïëîñêîñòè
C−,γ = {λ ∈ C : Reλ ≤ γ < 0} (ñì., íàïðèìåð, [10], [89], [97]).

Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì íåëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ òàêæå ñëóæèò ïðèíàä-
ëåæíîñòü êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíà ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè (ñì., íàïðèìåð,
[10], [89], [97]). Îäíàêî ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé êîíêðåòíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïðîâåðêà ýòîãî óñëîâèÿ ìîæåò
ïðåäñòàâëÿòü î÷åíü ñëîæíóþ çàäà÷ó. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèáëèæåííîå
âû÷èñëåíèå êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé çà-
äà÷åé (ïðè ýòîì èõ ìîæåò áûòü ñ÷åòíîå ÷èñëî), ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïëîõî îáóñëîâëåííîé. Äåéñòâèòåëü-
íî, äàæå â ñëó÷àå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
áåç çàïàçäûâàíèÿ (D = B = 0)

d

dt
y = Ay + f(t, y), t > 0, (0.6)

ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåê-
òðàëüíîãî êðèòåðèÿ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïðîâåðêå ïðèíàäëåæíî-
ñòè ñïåêòðà ìàòðèöû A ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè C−. Íî êàê èçâåñòíî, çàäà-
÷à î íàõîæäåíèè ñïåêòðà íåäèàãîíàëèçèðóåìûõ ìàòðèö îòíîñèòñÿ ê
ïëîõî îáóñëîâëåííûì çàäà÷àì, è äàæå î÷åíü ìàëûå âîçìóùåíèÿ ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû ìîãóò ïðèâåñòè ê î÷åíü áîëüøèì îøèáêàì ïðè âû÷èñëå-
íèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñì., íàïðèìåð, [19], [84]). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ìîæåò ïîñëóæèòü ñåðüåçíûì ïðåïÿòñòâèåì ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì íà ÝÂÌ. Ïîýòîìó ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé êîíêðåòíûõ ñèñòåì
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì (îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áåç çàïàçäûâàíèÿ) áîëüøîå çíà-
÷åíèå ïðèîáðåòàþò ðàçëè÷íûå ïðèçíàêè ïðèíàäëåæíîñòè êîðíåé êâà-
çèìíîãî÷ëåíîâ (ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé) ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Äëÿ óðàâ-
íåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì äëÿ ýòîé öåëè çà÷àñòóþ èñïîëüçóþò
ìåòîä D-ðàçáèåíèé (ñì., íàïðèìåð, [92]), àìïëèòóäíî-ôàçîâûé ìåòîä
(ñì., íàïðèìåð, [97]), ìåòîä Ìåéìàíà�×åáîòàðåâà (ñì., íàïðèìåð, [93]),
à òàêæå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè àíàëîãîâ òåîðåì Ëÿïóíî-
âà [43], [62].

Èç ýòèõ ìåòîäîâ, ïîæàëóé, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî [44]. Äîñòî-
èíñòâîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ôîðìóëèðîâîê óòâåðæäåíèé è
ñâåäåíèå èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ê ðåøåíèþ õîðî-
øî îáóñëîâëåííûõ çàäà÷. Ïðèâåäåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ Í.Í. Êðàñîâñ-
êîãî, ïîëó÷åííûõ ýòèì ìåòîäîì, äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (0.2).
Òåîðåìà (Í.Í. Êðàñîâñêèé). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò

ìàòðèöû H = H∗ > 0 è K = K∗ > 0 òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî ìàò-
ðè÷íîå íåðàâåíñòâî (

HA+ A∗H +K HB
B∗H −K

)
< 0.

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ôóíêöèîíàë

Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî ñëåäóþùåãî âèäà

V (t, y) = ⟨Hy(t), y(t)⟩+
t∫

t−τ

⟨Ky(s), y(s)⟩ds. (0.7)

Ôóíêöèîíàë (0.7) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ⟨Hy, y⟩ äëÿ
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (0.6), êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïî ðåøå-
íèþ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

HA+ A∗H = −C, C = C∗ > 0. (0.8)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì âèäà (0.6). Â
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÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ ðåøåíèå H = H∗ > 0 óðàâíåíèÿ (0.8), ìîæíî óêà-
çàòü îöåíêó ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.6) (f(t, y) ≡ 0), õà-
ðàêòåðèçóþùóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Íàïðèìåð, â ñëó-
÷àå, êîãäà C = I, ñïðàâåäëèâà îöåíêà [22]:

∥y(t)∥ ≤
√
2∥A∥∥H∥ exp

(
− t

2∥H∥

)
∥y(0)∥, t > 0. (0.9)

Ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (0.8) òàêæå ìîæ-
íî îöåíèòü îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû
(0.6) è óñòàíîâèòü îöåíêó ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ðåøåíèÿ, íå âû-
÷èñëÿÿ ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â
îòëè÷èå îò çàäà÷è î íàõîæäåíèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà ïîñòðîåíèå ðåøå-
íèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (0.8) ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îáóñëîâëåííîé çàäà÷åé
(ñì. [18]). Èìåííî ïîýòîìó ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìàòðè÷-
íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà, ïîñëóæèë îñíîâîé äëÿ ðàçðàáîòêè ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ
[19]. Îòìåòèì, ÷òî àïïàðàò ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î ðàñïîëîæåíèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà (ñì., íàïðèìåð,
[19], [28], [47], [100]).

Ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî (0.7) ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàê-
æå ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Îäíàêî â
îòëè÷èå îò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà
Êðåéíà (0.9), èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèîíàëîâ âèäà (0.7) íå ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü àíàëîãè îöåíêè Êðåéíà äëÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è òåì ñàìûì óñòàíîâèòü ýêñïîíåíöè-
àëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé. Îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî äî 2003 ã., ñîäåð-
æèòñÿ â ðàáîòå [116].

Çàäà÷à î ïîëó÷åíèè àíàëîãîâ îöåíêè Êðåéíà äëÿ ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñ ïîìîùüþ íåêî-
òîðûõ ôóíêöèîíàëîâ è áåç íàõîæäåíèÿ êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíîâ áû-
ëà ðåøåíà îòíîñèòåëüíî íåäàâíî (ñì., íàïðèìåð, [26], [90], [108], [115]).
Ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â äàííûõ ðàáîòàõ, îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè
ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî.

7



Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [26] áûë ïðåäëîæåí ìîäèôèöèðîâàííûé ôóíê-
öèîíàë Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî ñëåäóþùåãî âèäà

V (t, y) = ⟨Hy(t), y(t)⟩+
t∫

t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds (0.10)

ñ ìàòðèöàìè H = H∗ > 0 è K(s) = K∗(s) > 0. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå
îò ôóíêöèîíàëà (0.7) çäåñü ìàòðèöà K ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Ïðèâåäåì
ðåçóëüòàò èç ýòîé ðàáîòû äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (0.2).

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (0.2)
d

dt
y(t) = Ay(t) +By(t− τ), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0),

(0.11)

ãäå φ(t) ∈ C([−τ, 0]) � çàäàííàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [26].
Òåîðåìà (Ã.Â. Äåìèäåíêî, È.È. Ìàòâååâà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H = H∗ > 0 è K(s) ∈ C1([0, τ ]) òàêèå, ÷òî

K(s) = K∗(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ],

è ñîñòàâíàÿ ìàòðèöà

C = −
(
HA+ A∗H +K(0) HB

B∗H −K(τ)

)
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è
(0.11) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

h−1
minV (0, φ) e−εt/2, (0.12)

ãäå

ε = min

{
cmin

∥H∥
, k

}
,

hmin > 0 è cmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö H
è C ñîîòâåòñòâåííî, k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ].
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Îöåíêà (0.12) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îöåíêè Êðåéíà (0.9). Ïîä÷åðêíåì,
÷òî ïðè åå ïîëó÷åíèè íå èñïîëüçîâàëàñü èíôîðìàöèÿ î ðàñïîëîæåíèè
êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíà (0.3).

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿ-
ïóíîâà�Êðàñîâñêîãî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëîãè îöåíêè Êðåéíà äëÿ ðå-
øåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àð-
ãóìåíòîì, à òàêæå óêàçàòü ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ è
òåì ñàìûì óñòàíîâèòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé [26].

Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî
òèïà (0.4) Ã.Â. Äåìèäåíêî ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü îáîáùåíèå ìîäèôè-
öèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî (0.10) â ñëåäóþùåì
âèäå

V (t, y) = ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds, (0.13)

ãäå H = H∗ > 0 è K(s) = K∗(s) > 0. Èñïîëüçóÿ äàííûé ôóíêöèîíàë,
â ðàáîòå [102] áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèé ñèñòåì (0.4). Ïðèâåäåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíóþ çàäà÷ó:
d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = Ay(t) +By(t− τ), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0),

(0.14)

ãäå φ(t) ∈ C1([−τ, 0]).
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [102].
Òåîðåìà (Ã.Â. Äåìèäåíêî). Ïóñòü ∥D∥ < 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

H = H∗ > 0, K(s) ∈ C1([0, τ ]) (0.15)

òàêèå, ÷òî

K(s) = K∗(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ], (0.16)
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ïðè ýòîì

C = −
(
HA+ A∗H +K(0) HB + A∗HD

B∗H +D∗HA D∗HB +B∗HD −K(τ)

)
> 0. (0.17)

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.4) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.
Â ðàáîòå [102] óñòàíîâëåíû òàêæå îöåíêè ðåøåíèé çàäà÷è (0.14), ÿâ-

ëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè îöåíêè Êðåéíà (0.9). Èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî
âñå ðåøåíèÿ óáûâàþò ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ, ïðè ýòîì ñêîðîñòü
óáûâàíèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ìàòðèöû D. Ïîä÷åðêíåì,
÷òî îöåíêè ïîëó÷åíû áåç èíôîðìàöèè î êîðíÿõ êâàçèìíîãî÷ëåíà (0.5).
Â ðàáîòå [30] ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé, êîãäà ñïåêòð
ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}. Íåñêîëü-
êî èíîãî òèïà îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåì íåéòðàëüíîãî òèïà (0.4) áûëè ïî-
ëó÷åíû â ðàáîòàõ [90], [99], [109].

Â îòëè÷èå îò àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäû-
âàþùèì àðãóìåíòîì çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé
íåàâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåíåå èçó÷åí-
íîé. Îñíîâíûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ), t > 0, (0.18)

A(t+ T ) ≡ A(t), B(t+ T ) ≡ B(t), T > τ.

Â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ òàêæå íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ [5], [66]. Îñíîâû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ðå-
øåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãó-
ìåíòîì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè çàëîæåíû â ðàáîòàõ
À.Ì. Çâåðêèíà [35], À. Ñòîêñà [117], À. Õàëàíàÿ [86], Â. Õàíà [106],
Äæ. Õåéëà [89], Ñ.Í. Øèìàíîâà [95]. Îñíîâíûì ïîäõîäîì â ýòèõ èññëå-
äîâàíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè Ôëîêå è èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà
ìîíîäðîìèè, ÿâëÿþùåãîñÿ îáîáùåíèåì ìàòðèöû ìîíîäðîìèè äëÿ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè

d

dt
y = A(t)y, A(t+ T ) ≡ A(t), t > 0. (0.19)
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Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâî-
ñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì
àðãóìåíòîì íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

d

dt
(y(t) +D(t)y(t− τ)) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ), t > 0, (0.20)

A(t+ T ) ≡ A(t), B(t+ T ) ≡ B(t), D(t+ T ) ≡ D(t), T > τ.

Ýëåìåíòû òåîðèè Ôëîêå äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãó-
ìåíòîì èçëîæåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [16], [17], [33], [40], [46] è äð.

Ïîìèìî óêàçàííîãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì
âèäà (0.18), (0.20) â ëèòåðàòóðå ðàçâèâàþòñÿ: ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-
öèé (ñì., íàïðèìåð, [48], [65], [94]), ìåòîä ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ (ñì.,
íàïðèìåð, [1], [2], [3], [13]), ìåòîä ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî
(ñì., íàïðèìåð, [32], [38], [39], [44], [45], [63], [64], [91]).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþùèå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèé íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ïðîâåðèòü äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Òðóäíîñòè
âîçíèêàþò òàêæå ïðè îïèñàíèè îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè
ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðè ïîëó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ
îöåíîê ðåøåíèé ïðè t → ∞.

Âïåðâûå àíàëîãè îöåíîê Êðåéíà äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0, (0.21)

A(t+ T ) ≡ A(t), B(t+ T ) ≡ B(t), T > τ,

áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [26], [27]. Ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ îöåíîê ïðèìå-
íÿëàñü íîâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî. Äëÿ
îïèñàíèÿ ýòîé ìîäèôèêàöèè ôóíêöèîíàëîâ âíà÷àëå ïðèâåäåì êðèòåðèé
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè (0.19), óñòàíîâëåííûé â
ðàáîòå [23].

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
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íåíèÿ Ëÿïóíîâà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè
d

dt
H +HA(t) + A∗(t)H = −P (t), t ∈ [0, T ],

H(0) = H(T ),

(0.22)

ãäå P (t) = P ∗(t) > 0 � íåïðåðûâíàÿ ìàòðèöà íà îòðåçêå [0, T ]. Èìå-
åò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (0.19) [23].
Òåîðåìà (Ã.Â. Äåìèäåíêî, È.È. Ìàòâååâà).

I. Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû (0.19) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H(t) = H∗(t) > 0
êðàåâîé çàäà÷è (0.22).
II. Åñëè êðàåâàÿ çàäà÷à (0.22) èìååò ðåøåíèå H(t) = H∗(t) òàêîå, ÷òî
H(0) > 0, òî íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû (0.19) àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî.

Â ðàáîòå [23] ïîëó÷åíà òàêæå îöåíêà ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû (0.19):

∥y(t)∥ ≤
√

h−1
min(t)∥H(0)∥ exp

−
t∫

0

pmin(ξ)

2∥H(ξ)∥
dξ

 ∥y(0)∥, t > 0,

(0.23)
ãäå hmin(t), pmin(t) � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö H(t),
P (t) ñîîòâåòñòâåííî (÷åðåç H(t) è P (t) îáîçíà÷åíû ìàòðèöû, ïðîäîë-
æåííûå ñ îòðåçêà [0, T ] íà âñþ ïîëóîñü {t ≥ 0} T -ïåðèîäè÷åñêèì îáðà-
çîì). Îòìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îöåíêè Êðåéíà (0.9)
â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, è îíà õàðàêòåðèçóåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé
ñèñòåìû (0.19) íà áåñêîíå÷íîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ H(t) êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (0.22) â ðàáîòàõ [25], [101] áûëè
ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé íåëè-
íåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåèìóùåñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ðåøåíèÿ H(t) êðàåâîé çàäà÷è (0.22)
ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ âû÷èñëåíèåì ìóëüòèïëèêàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ òîò
ôàêò, ÷òî çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ (0.22) ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îáóñëîâ-
ëåííîé çàäà÷åé (ñì. [23]).
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Íà îñíîâå óêàçàííîãî êðèòåðèÿ àâòîðû [26] ââåëè ñëåäóþùèé ìîäè-
ôèöèðîâàííûé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî

V (t, y) = ⟨H(t)y(t), y(t)⟩+
t∫

t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds (0.24)

è ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü åãî ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâà-
þùèì àðãóìåíòîì âèäà (0.21).

Ïðèâåäåì, íàïðèìåð, îäèí ðåçóëüòàò äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé (0.18). Ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0),

(0.25)

ãäå φ(t) ∈ C([−τ, 0]). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [26].
Òåîðåìà (Ã.Â. Äåìèäåíêî, È.È. Ìàòâååâà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

H(t) = H∗(t) ∈ C1([0, T ]) è K(s) = K∗(s) ∈ C1([0, τ ])

òàêèå, ÷òî

H(0) = H(T ) > 0, K(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ],

è ñîñòàâíàÿ ìàòðèöà

C(t) = −
(

d
dtH(t) +H(t)A(t) + A∗(t)H(t) +K(0) H(t)B(t)

B∗(t)H(t) −K(τ)

)
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, T ]. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëü-
íîé çàäà÷è (0.25) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥2 ≤ h−1
min(t) exp

−
t∫

0

ε(ξ)dξ

V (0, φ), (0.26)

ãäå

ε(t) = min

{
cmin(t)

∥H(t)∥
, k

}
,
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hmin(t) > 0 è cmin(t) > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö
H(t) è C(t) ñîîòâåòñòâåííî, k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ].

Îöåíêà (0.26) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì íåðàâåíñòâà Êðåéíà (0.9) äëÿ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èç íåå âûòåêàåò ýêñïîíåíöè-
àëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (0.18).

Èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâ-
ñêîãî âèäà (0.13) è (0.24) ïðè ïîëó÷åíèè àíàëîãîâ íåðàâåíñòâà Êðåéíà
ïðèâîäèò ê èäåå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëà

V (t, y) = ⟨H(t)(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds (0.27)

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñè-
ñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè êîýôôèöèåíòàìè

d

dt
(y(t)+Dy(t−τ)) = A(t)y(t)+B(t)y(t−τ)+F (t, y(t), y(t−τ)). (0.28)

Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (F (t, u, v) ≡ 0) òàêèå
èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû â ðàáîòå [31]. Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç ðåçóëüòà-
òîâ ýòîé ðàáîòû.
Òåîðåìà (Ã.Â. Äåìèäåíêî, È.È. Ìàòâååâà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

H(t) = H∗(t) ∈ C1([0, T ]) è K(s) = K∗(s) ∈ C1([0, τ ]) (0.29)

òàêèå, ÷òî

H(0) = H(T ) > 0, K(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ], (0.30)

ïðè ýòîì

C(t) =

(
C11(t) C12(t)
C∗

12(t) C22(t)

)
> 0, t ∈ [0, T ], (0.31)
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ãäå 
C11(t) = − d

dtH(t)−H(t)A(t)− A∗(t)H(t)−K(0),

C12(t) = −H(t)B(t)− A∗(t)H(t)D,

C22(t) = K(τ)−D∗H(t)B(t)−B∗(t)H(t)D.

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (0.28) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Â ðàáîòå [31] ïîëó÷åíû òàêæå îöåíêè ðåøåíèé (0.28) (F (t, u, v) ≡ 0),
ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè íåðàâåíñòâ Êðåéíà.

Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðà-
ñîâñêîãî èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [6], [107], [110],
[116] è èìåþùóþñÿ â íèõ áèáëèîãðàôèþ).

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ñîäåðæàíèè äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñî-
ñòîèò èç äâóõ ãëàâ.
Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà (0.1) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè â ëèíåéíîé ÷àñòè
d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = Ay(t) +By(t− τ) + F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0,

ãäå F (t, u, v) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî u è îöåíêå

∥F (t, u, v)∥ ≤ q1∥u∥1+ω1 + q2∥v∥1+ω2, qi, ωi ≥ 0, i = 1, 2. (0.32)

Îñíîâíàÿ öåëü � èçó÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðå-
øåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà D � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà, è åå ñïåêòð ïðèíàäëåæèò
åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�
(0.17), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ëèíåé-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà (0.4). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìû
íàõîäèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.1) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè {t > 0} è ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå óñòàíàâëèâàåì îöåíêè ðåøåíèé ñèñòå-
ìû (0.1), õàðàêòåðèçóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ïðè t → ∞. Ïðè
ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ ìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåì ìîäèôèöèðîâàííûé
ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî âèäà (0.13).
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Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå
ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû (0.1) ñ óñëîâèÿìè íà îò-
ðåçêå [−τ, 0]:

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = Ay(t) +By(t− τ)

+F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0).

(0.33)

Çäåñü φ(t) ∈ C1([−τ, 0])� çàäàííàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîêàçàòåëè íåëèíåéíî-
ñòè ωi, i = 1, 2 â (0.32) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå
îáîçíà÷åíèÿ.

Ââåäåì òðè ýðìèòîâû ìàòðèöû. Âíà÷àëå îïðåäåëèì ìàòðèöó

M = K(τ)−D∗K(0)D.

Èç óñëîâèÿ (0.17) âûòåêàåò, ÷òî M > 0. Îïðåäåëèì òåïåðü ñëåäóþùèå
ìàòðèöû

L = −HA− A∗H −K(0)

−
(
H(B − AD)−K(0)D

)
M−1

(
(B − AD)∗H −D∗K(0)

)
,

N =
(
H(B − AD)−K(0)D

)
M−2

(
(B − AD)∗H −D∗K(0)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (0.17) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî M > 0 è L > 0 (ñì.
ïàðàãðàô 1.1).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Φ = max
t∈[−τ,0]

∥φ(t)∥,

q̄1 = q1∥H∥∥H−1∥1+ω1/2(1 + ∥D∥)ω1.

Ïóñòü θ > 0 òàêîå, ÷òî[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
,
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ãäå lmin > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L
è M ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì

ε = min{c̃, k}, (0.34)

ãäå

c̃ =
lmin

∥H∥
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
(1 + 2∥N∥),

k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ].

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà ÷èñåë θ è k ÷èñëî ε ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî.
Â äàëüíåéøåì ââåäåííûå ïàðàìåòðû θ, ε, q̄1 áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ

ïðè îïèñàíèè ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå
íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, è ïðè óêà-
çàíèè ðàâíîìåðíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû, ïðåäïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ∥D∥ < 1.
Òåîðåìà 1.1.1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è

∥D∥ < e−ετ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1, ãäå

E1 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

e−εt/2 + Φ∥D∥t/τ .
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Òåîðåìà 1.1.2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è

∥D∥ = e−ετ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E2, ãäå

E2 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
e−1+ετ/2

ετ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
t

τ
+ 1

)
+ Φ

)
e−εt/2.

Òåîðåìà 1.1.3.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è

e−ετ/2 < ∥D∥ < 1.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E3, ãäå

E3 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (∥D∥eετ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (∥D∥eετ/2)−1

)−1

+ Φ

)
∥D∥t/τ .
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Èç ýòèõ òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è ∥D∥ < 1. Òîãäà
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.1.1�1.1.3 ïðèâåäåíû âî âòîðîì ïàðàãðàôå.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ òàêæå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì î ðàçðå-

øèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) è îá îöåíêàõ åå ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ∥D∥ ≥ 1 è ñïåêòð ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó
{λ ∈ C : |λ| < 1}. Èç ýòèõ òåîðåì áóäåò âûòåêàòü ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.1). Âñå ýòè óòâåð-
æäåíèÿ äîêàçàíû â òðåòüåì ïàðàãðàôå.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ

áû îäèí èç ïîêàçàòåëåé íåëèíåéíîñòè â (0.32) ðàâåí íóëþ, ò. å. ω1ω2 = 0.
Çäåñü íóæíî âûäåëÿòü òðè ïîäñëó÷àÿ: à) ω1 > 0, ω2 = 0; á) ω1 = 0, ω2 >

0; â) ω1 = ω2 = 0. Îñòàíîâèìñÿ êîðîòêî íà êàæäîì èç íèõ. Ïðè ôîðìó-
ëèðîâêå òåîðåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ è
äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ∥D∥ < 1.

Ïóñòü ω1 > 0, ω2 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò q2 èç óñëîâèÿ
(0.32) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

q2∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
.

Ýòî íåðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ > 0, òàêîå, ÷òî[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2

]
∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
,

ò. å. ÷èñëî θ > 0 ìîæíî âûáèðàòü òàê æå, êàê â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðè
ω2 = 0.

Ïðè ôîðìóëèðîâêå òåîðåì î ðàçðåøèìîñòè �â öåëîì� íà÷àëüíîé çàäà-
÷è (0.33), êàê è ðàíåå, íóæíî ðàññìàòðèâàòü òðè ñëó÷àÿ: ∥D∥ < e−ετ/2,
∥D∥ = e−ετ/2, ∥D∥ > e−ετ/2, ãäå ïàðàìåòð ε > 0 îïðåäåëåí â (0.34) ñ
ó÷åòîì óñëîâèÿ ω2 = 0. Îòìåòèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ñëó÷àåâ â êà-
÷åñòâå ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è
(0.33) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâà Ei èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì 1.1.1�1.1.3.

Ïðèâåäåì, íàïðèìåð, òåîðåìó äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ.
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Òåîðåìà 1.4.1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è

∥D∥ < e−ετ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1 ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) îïðåäåëåíî ïðè
âñåõ t > 0, ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà, óêàçàííàÿ â
òåîðåìå 1.1.1.

Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ñïðàâåäëèâû è â äâóõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Èç ýòèõ
òåîðåì âûòåêàåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (0.1).

Ïóñòü ω1 = 0, ω2 > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò q1 èç óñëîâèÿ
(0.32) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

q1(1 +
√
1 + ∥D∥2)∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
.

Ïóñòü θ̄ > 0 òàêîå, ÷òî[
q1 +

√
q21 +

(
q1∥D∥+ q2θ̄ω2

)2] ∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
.

Îáîçíà÷èì
ε̄ = min{c̄, k}, (0.35)

ãäå

c̄ =
lmin

∥H∥
−
[
q1 +

√
q21 +

(
q1∥D∥+ q2θ̄ω2

)2]
(1 + 2∥N∥).

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà ÷èñåë θ̄ è k èìååì ε̄ > 0.
Â äàëüíåéøåì ââåäåííûå ïàðàìåòðû θ̄ è ε̄ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè

îïèñàíèè ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà-
÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, è ïðè óêàçà-
íèè ðàâíîìåðíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1.4.7.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è

∥D∥ < e−ε̄τ/2.
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Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē1, ãäå

Ē1 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
∥H−1∥V (0, φ)

(
1− ∥D∥eε̄τ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ̄

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)
(
1− ∥D∥eε̄τ/2

)
−1e−ε̄t/2 + Φ∥D∥t/τ . (0.36)

Òåîðåìà 1.4.8.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è

∥D∥ = e−ε̄τ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē2, ãäå

Ē2 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
∥H−1∥V (0, φ)

(
e−1+ε̄τ/2

ε̄τ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ̄

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
(√

∥H−1∥V (0, φ)

(
t

τ
+ 1

)
+ Φ

)
e−ε̄t/2. (0.37)

Òåîðåìà 1.4.9.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è

e−ε̄τ/2 < ∥D∥ < 1.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē3, ãäå

Ē3 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,
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√
∥H−1∥V (0, φ)

(
1− (∥D∥eε̄τ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ̄

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
(√

∥H−1∥V (0, φ)
(
1− (∥D∥eε̄τ/2)−1

)−1

+ Φ

)
∥D∥t/τ . (0.38)

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 1.4.3. Ïóñòü ω1 = 0, ω2 > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-

ùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�
(0.17) è ∥D∥ < 1. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.1) ýêñïîíåíöèàëü-
íî óñòîé÷èâî.

Ïóñòü ω1 = ω2 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû q1, q2 èç óñëî-
âèÿ (0.32) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó[

q1 +

√
q21 + (q1∥D∥+ q2)

2

]
∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
.

Äàííîå íåðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî ÷èñëî ε̄, îïðåäåëåííîå â (0.35) ïðè
ω2 = 0, ïîëîæèòåëüíî.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1.4.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è

∥D∥ < e−ε̄τ/2.

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà (0.36).
Òåîðåìà 1.4.14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è

∥D∥ = e−ε̄τ/2.

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà (0.37).
Òåîðåìà 1.4.15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�(0.17) è

e−ε̄τ/2 < ∥D∥ < 1.
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Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíê-
öèåé φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà (0.38).

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1.4.5. Ïóñòü ω1 = ω2 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-

ñòâóþò ìàòðèöû H è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.15)�
(0.17) è ∥D∥ < 1. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.1) ýêñïîíåíöèàëü-
íî óñòîé÷èâî.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ òàêæå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì î
ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.33) è îá îöåíêàõ åå ðåøåíèé äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà ω1ω2 = 0, ∥D∥ ≥ 1 è ñïåêòð ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷-
íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}. Èç ýòèõ òåîðåì âûòåêàåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.1).

Èòàê, äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëå-
âîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.1) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýðìèòîâûõ
ìàòðèö H è K(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ (0.15)�(0.17). Â ïÿòîì ïàðàãðàôå
ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î êîíñòðóêòèâíîì ïîñòðîåíèè ìàòðèö H èK(s),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (0.15)�(0.17).
Â øåñòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì

d

dt
(y(t)+Dy(t−τ(t))) = Ay(t)+By(t−τ(t))+F (t, y(t), y(t−τ(t))), (0.39)

ãäå A, B, D � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n× n, F (t, u, v) � âåùå-
ñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ Ëèïøèöà ïî u è îöåíêå (0.32), τ(t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

0 < τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2 < ∞, τ ′(t) ≤ α < 1.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-
÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ. Â ÷àñòíîñòè, óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé âèäà (0.39).

Ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèîíàëîâ âè-
äà (0.10), (0.13). Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ðÿä
î÷åíü âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé
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óðàâíåíèé âèäà

d

dt
x(t) = ax(t) +

k∑
j=1

bjx(t− τj(t))

(ñì., íàïðèìåð, [49], [50], [56], [112], [120]).
Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåí-
òàìè â ëèíåéíîé ÷àñòè

d

dt
(y(t)+Dy(t−τ)) = A(t)y(t)+B(t)y(t−τ)+F (t, y(t), y(t−τ)), (0.40)

ãäå τ > 0 � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð çàïàçäûâàíèÿ, A(t), B(t) � ìàòðèöû
ðàçìåðà n×n ñ âåùåñòâåííîçíà÷íûìè íåïðåðûâíûìè T -ïåðèîäè÷åñêèìè
ýëåìåíòàìè, T > τ , D � âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, F (t, u, v) �
âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (0.32).

Îñíîâíàÿ öåëü � èçó÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâî-
ãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.40) â ñëó÷àå, êîãäà D � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà, è
åå ñïåêòð ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}. Ìû áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è K(s) òàêèå, ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (0.29)�(0.31), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà
(0.28). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìû íàõîäèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.40) ñóùåñòâóåò íà
âñåé ïîëóîñè {t > 0} è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå
óñòàíàâëèâàåì îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû, õàðàêòåðèçóþùèå ýêñïîíåíöè-
àëüíîå óáûâàíèå ïðè t → ∞. Ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ ìû ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçóåì ìîäèôèöèðîâàííûé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî
âèäà (0.27), íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè Ôëîêå.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå
ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.40)

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ)

+F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0),

(0.41)
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ãäå φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Â ïåðâîì
ïàðàãðàôå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè ωi, i =
1, 2 â (0.32) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåêîòîðûå
îáîçíà÷åíèÿ.

Ïî àíàëîãèè ñ ïåðâîé ãëàâîé ââåäåì òðè ýðìèòîâû ìàòðèöû. Âíà÷àëå
îïðåäåëèì ìàòðèöó

M = K(τ)−D∗K(0)D.

Èç óñëîâèÿ (0.31) âûòåêàåò, ÷òî M > 0. Îïðåäåëèì òåïåðü ïðè t ∈ [0, T ]
ñëåäóþùèå ìàòðèöû

L(t) = − d

dt
H(t)−H(t)A(t)− A∗(t)H(t)−K(0)

−
(
H(t)(B(t)− A(t)D)−K(0)D

)
M−1

×
(
(B(t)− A(t)D)∗H(t)−D∗K(0)

)
,

N(t) =
(
H(t)(B(t)− A(t)D)−K(0)D

)
M−2

×
(
(B(t)− A(t)D)∗H(t)−D∗K(0)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (0.31) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

M > 0, L(t) > 0, t ∈ [0, T ]

(ñì. ïàðàãðàô 2.1).
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Φ = max
t∈[−τ,0]

∥φ(t)∥, hmin = min
t∈[0,T ]

∥H−1(t)∥−1,

q̄1 = q1(1 + ∥D∥)ω1 max
t∈[0,T ]

{
∥H(t)∥∥H−1(t)∥1+ω1/2

}
.

Ïóñòü θ > 0 òàêîå, ÷òî

(q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ
ω2) ∥H(t)∥ < min

{
lmin(t)

1 + 2∥N(t)∥
,
mmin

2

}
,
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ãäå lmin(t) > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö
L(t) è M ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì

ε(t) = min{c̃(t), k}, εmax = max
t∈[0,T ]

ε(t), εmin = min
t∈[0,T ]

ε(t), (0.42)

ãäå

c̃(t) =
lmin(t)

∥H(t)∥
− (q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2) (1 + 2∥N(t)∥),

k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ].

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà ÷èñåë θ è k ôóíêöèÿ ε(t) ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíà. Îáîçíà÷èì

r−ω1/2 = q̄1ω1

[
1− exp

(
−ω1

2

T

∫
0
ε(ξ)dξ

)]−1
T∫

0

exp

(
−ω1

2

η

∫
0
ε(ξ)dξ

)
dη.

Â äàëüíåéøåì ââåäåííûå âåëè÷èíû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïèñà-
íèè ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà÷àëüíîé
çàäà÷è (0.41) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, à òàêæå ïðè óêàçàíèè
ðàâíîìåðíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû, ïðåäïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ∥D∥ < 1.
Êàê è â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ ìàòðèö A(t) ≡ A, B(t) ≡ B ðåçóëüòàòû
ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ìàòðèöû D.
Òåîðåìà 2.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.29)�(0.31) è

∥D∥ < e−εmaxτ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1, ãäå

E1 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V (0, φ) < r,

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,
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ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.41) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ Φ∥D∥t/τ .

Òåîðåìà 2.1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.29)�(0.31), è ñóùåñòâóåò òî÷êà
t∗ ∈ [0, T ] òàêàÿ, ÷òî

∥D∥ = e−ε(t∗)τ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E2, ãäå

E2 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V (0, φ) < r,

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
e−1+γminτ/2

γminτ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ

}
,

γ(t) = min

{
ε(t),

2

τ
ln

1

∥D∥

}
, γmin = min

t∈[0,T ]
γ(t),

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.41) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
t

τ
+ 1

)
exp

(
−1

2

t

∫
0
γ(ξ)dξ

)
+ Φ∥D∥t/τ .

Òåîðåìà 2.1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.29)�(0.31) è

e−εminτ/2 < ∥D∥ < 1.
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Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E3, ãäå

E3 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V (0, φ) < r,

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− (∥D∥eεminτ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.41) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤


√

h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− (∥D∥eεminτ/2)−1

)−1

+ Φ

 ∥D∥t/τ .

Èç ýòèõ òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 2.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t)

è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (0.29)�(0.31) è ∥D∥ < 1. Òîãäà
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.40) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.1.1�2.1.3 ïðèâåäåíû âî âòîðîì ïàðàãðàôå.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ òàêæå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì î ðàç-

ðåøèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è (0.41) �â öåëîì� è îá îöåíêàõ åå ðåøåíèé
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ∥D∥ ≥ 1, è ñïåêòð ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷-
íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}. Èç ýòèõ òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.40). Ýòè
óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â òðåòüåì ïàðàãðàôå.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ

áû îäèí èç ïîêàçàòåëåé íåëèíåéíîñòè â (0.32) ðàâåí íóëþ, ò. å. ω1ω2 = 0.
Ïðè ýòîì, åñëè ω1 = 0 (èëè ω2 = 0), òî íà êîýôôèöèåíò q1 èç (0.32)
(ñîîòâåòñòâåííî q2) âîçíèêàþò óñëîâèÿ âèäà q1 ≤ q∗ (èëè q2 ≤ q∗). Âî
âñåõ ñëó÷àÿõ ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íà âñåé ïîëóîñè
{t > 0} è óêàçàíû îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (0.40). Òåõíèêà äîêàçàòåëü-
ñòâà âñåõ òåîðåì àíàëîãè÷íà ïðîâåäåííîé ðàíåå è îñíîâàíà íà èñïîëüçî-
âàíèè ìîäèôèöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî (0.27).

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.40) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
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ìàòðèöH(t) èK(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ (0.29)�(0.31). Â ïÿòîì ïàðàãðà-
ôå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ýòè ìàòðèöû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [29], [30],
[70]�[82].

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-
äèòåëþ ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó Ã.Â. Äåìèäåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è
ïîääåðæêó, à òàêæå ê.ô.-ì.í. Ë.Í. Áîíäàðü è ê.ô.-ì.í. È.È. Ìàòâååâîé
çà ïîëåçíûå äèñêóññèè è ïîìîùü â ðàáîòå.
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Ãëàâà 1. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ

� 1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ

Â ïåðâîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñëåäóþùåãî âèäà

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = Ay(t) +By(t− τ)

+F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0. (1.1.1)

Çäåñü A, B è D � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n × n,
τ > 0 � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð çàïàçäûâàíèÿ, F (t, u, v) � âåùåñòâåí-
íîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

F (t, u, v) ∈ C([0,∞)× R2n),

∥F (t, u1, v)− F (t, u2, v)∥ ≤ L∥u1 − u2∥,
∥F (t, u, v)∥ ≤ q1∥u∥1+ω1 + q2∥v∥1+ω2, q1, q2 ≥ 0, ω1, ω2 ≥ 0. (1.1.2)

Åñëè ìàòðèöà D � íåíóëåâàÿ, òî òàêèå ñèñòåìû â ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî
íàçûâàòü ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà.

Îñíîâíàÿ öåëü � èçó÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1.1) â ñëó÷àå, êîãäà D � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà, è åå
ñïåêòð ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}. Ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ âèäà (0.15)�(0.17), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷è-
âîñòü ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = Ay(t) +By(t− τ), t > 0.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìû íàõîäèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ,
ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1.1) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïî-
ëóîñè {t > 0} è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå óñòàíàâ-
ëèâàåì îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû, õàðàêòåðèçóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíîå
óáûâàíèå ïðè t → ∞.
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Íàïîìíèì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåé-
òðàëüíîãî òèïà ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå êîðíè êâàçèìíîãî÷ëåíà

det
(
λI + λe−λτD − A− e−λτB

)
= 0

ñîäåðæàòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè {λ ∈ C : Reλ < −γ < 0}. Ïðè ýòîì äëÿ ðå-
øåíèé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤ ce−γt, t > 0.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèå êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äîâîëüíî ñëîæíóþ ïðîáëåìó. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèáëèæåííîå
âû÷èñëåíèå êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé çàäà-
÷åé (ïðè ýòîì èõ ìîæåò áûòü ñ÷åòíîå ÷èñëî), ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà çà-
äà÷à ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïëîõî îáóñëîâëåíîé. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå
âìåñòî ñïåêòðàëüíîãî êðèòåðèÿ çà÷àñòóþ ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå ìåòîäû.

Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû èññëåäî-
âàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Â ðàáîòå [102] áûë ïðåäëîæåí ìî-
äèôèöèðîâàííûé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî ñëåäóþùåãî âèäà

V (t, y) = ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds, (1.1.3)

ãäå H = H∗ > 0 è K(s) = K∗(s) > 0. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ôóíêöèî-
íàëà áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ðåøåíèé íà÷àëüíîé çàäà÷è

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = Ay(t) +By(t− τ), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0),

(1.1.4)

ãäå φ(t) ∈ C1([−τ, 0]).
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò èç ðàáîòû [102].
Òåîðåìà (Ã.Â. Äåìèäåíêî). Ïóñòü ∥D∥ < 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

H = H∗ > 0, K(s) ∈ C1([0, τ ]) (1.1.5)
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òàêèå, ÷òî

K(s) = K∗(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ], (1.1.6)

ïðè ýòîì

C = −
(
HA+ A∗H +K(0) HB + A∗HD

B∗H +D∗HA D∗HB +B∗HD −K(τ)

)
> 0. (1.1.7)

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.4) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
îöåíêè.

1. Åñëè ∥D∥ < e−ετ/2, òî èìååò ìåñòî îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
(
Q
(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

+ 1

)
max

s∈[−τ,0]
∥φ(s)∥ e−εt/2,

ãäå

ε = min

{
cmin

∥H∥(1 + ∥D∥2)
, k

}
,

Q =
√

h−1
min(2∥H∥(1 + ∥D∥2) + τK), K = max

s∈[0,τ ]
∥K(s)∥,

hmin > 0 è cmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö H
è C ñîîòâåòñòâåííî, k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ].

2. Åñëè ∥D∥ = e−ετ/2, òî èìååò ìåñòî îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
(
Q
t

τ
+ 1

)
max

s∈[−τ,0]
∥φ(s)∥ e−εt/2.

3. Åñëè e−ετ/2 < ∥D∥ < 1, òî èìååò ìåñòî îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
(
Qeετ/2

(
∥D∥eετ/2 − 1

)−1

+ 1

)
max

s∈[−τ,0]
∥φ(s)∥ ∥D∥t/τ .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óêàçàííûå îöåíêè ðåøåíèé ïîëó÷åíû áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà. Èõ âûâîä îñíîâàí
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íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèîíàëà (1.1.3). Èç ïðèâåäåííûõ îöåíîê ñëåäó-
åò, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óáûâàþò ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ, ïðè ýòîì
ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ìàòðèöû D.

Â ýòîé ãëàâå ïðè èçó÷åíèè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà (1.1.1) ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = Ay(t) +By(t− τ)

+F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0),

(1.1.8)

ãäå φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíå-
íû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì î ðàçðåøèìîñòè
"â öåëîì" è ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ðåøåíèé ìû òàêæå áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ìîäèôèöèðîâàííûé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî (1.1.3).
Èç äîêàçàííûõ òåîðåì áóäåò âûòåêàòü ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü
íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1.1).

Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ãëàâû.
Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè ωi, i =

1, 2 â (1.1.2) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåêîòîðûå

îáîçíà÷åíèÿ.
Âíà÷àëå ïåðåïèøåì óñëîâèå (1.1.7). Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöó C ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

C =

(
I 0
D∗ I

)
C

(
I D

0 I

)
,

ãäå

C = −
(

HA+ A∗H +K(0) H(B − AD)−K(0)D
(B − AD)∗H −D∗K(0) D∗K(0)D −K(τ)

)
=

(
C11 C12

C∗
12 C22

)
.

Ïîýòîìó ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (1.1.7) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó C > 0.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò

C22 = K(τ)−D∗K(0)D > 0.
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Òîãäà ìàòðèöó C ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

C =

(
I C12C

−1
22

0 I

)(
C11 − C12C

−1
22 C

∗
12 0

0 C22

)(
I 0

C−1
22 C

∗
12 I

)
. (1.1.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (1.1.7) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì

M = C22 = K(τ)−D∗K(0)D > 0, (1.1.10)

L = C11 − C12C
−1
22 C

∗
12 = −HA− A∗H −K(0)

−
(
H(B − AD)−K(0)D

)
M−1

(
(B − AD)∗H −D∗K(0)

)
> 0. (1.1.11)

Îïðåäåëèì åùå îäíó ýðìèòîâó ìàòðèöó

N =
(
H(B − AD)−K(0)D

)
M−2

(
(B − AD)∗H −D∗K(0)

)
. (1.1.12)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Φ = max
t∈[−τ,0]

∥φ(t)∥,

q̄1 = q1∥H∥∥H−1∥1+ω1/2(1 + ∥D∥)ω1. (1.1.13)

Ïóñòü θ > 0 òàêîå, ÷òî[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
, (1.1.14)

ãäå lmin > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L
è M ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì

ε = min{c̃, k}, (1.1.15)

ãäå

c̃ =
lmin

∥H∥
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
(1 + 2∥N∥), (1.1.16)

k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ]. (1.1.17)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà ÷èñåë θ è k ÷èñëî ε ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî.
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Â äàëüíåéøåì ââåäåííûå ïàðàìåòðû θ, ε, q̄1 áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
ïðè îïèñàíèè ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå
íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, è ïðè
óêàçàíèè ðàâíîìåðíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ.

Âíà÷àëå ìû ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ∥D∥ < 1.
Êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííûì
îáðàçîì çàâèñÿò îò ìàòðèöû D.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1.1.1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7) è

∥D∥ < e−ετ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1, ãäå

E1 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

e−εt/2 + Φ∥D∥t/τ .

(1.1.18)

Òåîðåìà 1.1.2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7) è

∥D∥ = e−ετ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E2, ãäå

E2 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,
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√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
e−1+ετ/2

ετ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
t

τ
+ 1

)
+ Φ

)
e−εt/2. (1.1.19)

Òåîðåìà 1.1.3.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7) è

e−ετ/2 < ∥D∥ < 1.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E3, ãäå

E3 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (∥D∥eετ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (∥D∥eετ/2)−1

)−1

+ Φ

)
∥D∥t/τ .

(1.1.20)

Èç ýòèõ òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7) è ∥D∥ < 1. Òîãäà
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷è-
âî.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.1.1�1.1.3 ïðèâåäåíû âî âòîðîì ïàðàãðàôå.
Ïðèâåäåì òåïåðü ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

∥D∥ ≥ 1, à ñïåêòð ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü ñïåêòðà ìàòðèöû D åäèíè÷íîìó
êðóãó ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî äèñêðåòíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëÿïóíî-
âà

H̃ −D∗H̃D = I (1.1.21)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H̃ = H̃∗ > 0 (ñì., íàïðèìåð, [22]). Îòìåòèì,
÷òî ðåøåíèå èìååò âèä

H̃ = I +D∗D + (D∗)2D2 + . . . .

Ïîýòîìó ∥H̃∥ ≥ 1. Èñïîëüçóÿ ∥H̃∥, ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ρ =

√
1− 1

∥H̃∥
. (1.1.22)

Êàê è â ñëó÷àå, êîãäà ∥D∥ < 1, ïðè ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ âîçíèêà-
þò òðè ñëó÷àÿ:

ρ < e−ετ/2, ρ = e−ετ/2, e−ετ/2 < ρ < 1.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1.1.4.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7) è

ρ < e−ετ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E4, ãäå

E4 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ρeετ/2

)−1

+ ρΦ

)
< θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1
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×
(
1− ρeετ/2

)−1

e−εt/2 + Φρt/τ

)
. (1.1.23)

Òåîðåìà 1.1.5.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7) è

ρ = e−ετ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E5, ãäå

E5 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
e−1+ετ/2

ετ/2

)
+ ρΦ

)
< θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

×
(
t

τ
+ 1

)
+ Φ

)
e−εt/2. (1.1.24)

Òåîðåìà 1.1.6.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7) è

e−ετ/2 < ρ < 1.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E6, ãäå

E6 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (ρeετ/2)−1

)−1

+ ρΦ

)
< θ

}
,
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ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

×
(
1− (ρeετ/2)−1

)−1

+ Φ

)
ρt/τ . (1.1.25)

Äîêàçàòåëüñòâà äàííûõ óòâåðæäåíèé ïðèâåäåíû â òðåòüåì ïàðàãðà-
ôå.

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 1.1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Òîãäà íóëåâîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû (1.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1.1) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ìàòðèö H è K(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.1.5)�(1.1.7). Â ïÿòîì ïàðà-
ãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü äàííûå ìàò-
ðèöû.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ áû îäèí
èç ïîêàçàòåëåé íåëèíåéíîñòè â (1.1.2) ðàâåí íóëþ, ò. å. ω1ω2 = 0. Ïðè
ýòîì, åñëè ω1 = 0 (èëè ω2 = 0), òî íà êîýôôèöèåíò q1 èç (1.1.2) (ñîîò-
âåòñòâåííî q2) âîçíèêàþò óñëîâèÿ âèäà q1 ≤ q∗ (èëè q2 ≤ q∗). Âî âñåõ
ñëó÷àÿõ äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íà âñåé ïîëóîñè {t > 0} è
ïîëó÷åíû îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1.1).
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� 1.2. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.1.1�1.1.3

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.1.
Ïóñòü y(t)� ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíê-
öèåé φ(t) ∈ E1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (1.1.3):

V (t, y) = ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds.

Â ñèëó óñëîâèé (1.1.5), (1.1.6) íà ìàòðèöû H è K(s) ýòîò ôóíêöèîíàë
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî âäîëü ðåøå-
íèÿ y(t), ïîëó÷èì

d

dt
V (t, y) ≡

⟨
H

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))

⟩
+

⟨
H(y(t) +Dy(t− τ)),

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ))

⟩
+⟨K(0)y(t), y(t)⟩ − ⟨K(τ)y(t− τ), y(t− τ)⟩

+

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds.

Ïîñêîëüêó y(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1.1), òî ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ïå-
ðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

d

dt
V (t, y) ≡

⟨
H
[
Ay(t)+By(t−τ)+F (t, y(t), y(t−τ))

]
, (y(t)+Dy(t−τ))

⟩
+
⟨
H(y(t) +Dy(t− τ)),

[
Ay(t) +By(t− τ) + F (t, y(t), y(t− τ))

]⟩
+⟨K(0)y(t), y(t)⟩ − ⟨K(τ)y(t− τ), y(t− τ)⟩

+

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds.

Ïðåîáðàçóåì äàííîå òîæäåñòâî. Èìååì:

d

dt
V (t, y) ≡

⟨
(HA+ A∗H +K(0))y(t), y(t)

⟩
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+
⟨
(B∗H +D∗HA)y(t), y(t− τ)

⟩
+
⟨
(HB + A∗HD)y(t− τ), y(t)

⟩
+
⟨
(D∗HB +B∗HD −K(τ))y(t− τ), y(t− τ)

⟩
+

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds

+2 ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), F (t, y(t), y(t− τ))⟩

≡
⟨
C

(
y(t)

y(t− τ)

)
,

(
y(t)

y(t− τ)

)⟩

+

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds

+2 ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), F (t, y(t), y(t− τ))⟩ ,
ãäå ìàòðèöà C îïðåäåëåíà â (1.1.7). Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíåå
ïåðåïèñàòü ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå. Ïîñêîëüêó(

y(t)
y(t− τ)

)
=

(
I −D
0 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

òî ⟨
C

(
y(t)

y(t− τ)

)
,

(
y(t)

y(t− τ)

)⟩
=

⟨
C

(
I −D

0 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
I −D

0 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩
=

⟨
C

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩
,

ãäå

C =

(
I 0

−D∗ I

)
C

(
I −D

0 I

)
= −

(
HA+ A∗H +K(0) H(B − AD)−K(0)D

(B − AD)∗H −D∗K(0) D∗K(0)D −K(τ)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà C ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé (1.1.9). Îò-
ñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü

d

dt
V (t, y) +

⟨
C

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩
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−
t∫

t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds

≡ 2 ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), F (t, y(t), y(t− τ))⟩ . (1.2.1)

Âíà÷àëå ïðèâåäåì îöåíêó íà ìàòðèöó C. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ
(1.1.9)�(1.1.11), èìååì

C =

(
I C12C

−1
22

0 I

)(
L 0
0 M

)(
I 0

C−1
22 C

∗
12 I

)
.

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, óñëîâèå (1.1.7) ðàâíîñèëüíî äâóì óñëîâèÿì (1.1.10),
(1.1.11). Â ñèëó óñëîâèé (1.1.10), (1.1.11) ìàòðèöû L è M ýðìèòîâû è ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå. Çíà÷èò ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
lmin è mmin äàííûõ ìàòðèö ïîëîæèòåëüíû. Îòñþäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

C ≥
(
I C12C

−1
22

0 I

)(
lminI 0
0 mminI

)(
I 0

C−1
22 C

∗
12 I

)
. (1.2.2)

Òåïåðü â òîæäåñòâå (1.2.1) îöåíèì èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå. Èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî (1.1.17), ïîëó÷èì

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds ≤ −k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds. (1.2.3)

Íàêîíåö, îöåíèì âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (1.2.1).
Â ñèëó íåðàâåíñòâà

∥u∥ ≤ ∥u+Dv∥+ ∥D∥∥v∥

è îöåíêè

(a+ δb)1+ω ≤ (1 + δ)ω
(
a1+ω + δb1+ω

)
, a, b, δ, ω ≥ 0,

èç íåðàâåíñòâà (1.1.2) ïîëó÷èì

∥F (t, u, v)∥ ≤ q1∥u∥1+ω1 + q2∥v∥1+ω2

≤ q1(∥u+Dv∥+ ∥D∥∥v∥)1+ω1 + q2∥v∥1+ω2

≤ q1(1 + ∥D∥)ω1
(
∥u+Dv∥1+ω1 + ∥D∥∥v∥1+ω1

)
+ q2∥v∥1+ω2.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

2 ⟨H(u+Dv), F (t, u, v)⟩ ≤ 2∥H∥∥u+Dv∥∥F (t, u, v)∥

≤ 2q1∥H∥(1 + ∥D∥)ω1∥u+Dv∥2+ω1

+2
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1∥v∥ω1 + q2∥v∥ω2

]
∥H∥∥u+Dv∥∥v∥.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó
2∥u∥∥v∥ ≤ ∥u∥2 + ∥v∥2,

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

2 ⟨H(u+Dv), F (t, u, v)⟩ ≤ 2q1∥H∥(1 + ∥D∥)ω1∥u+Dv∥2+ω1

+
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1∥v∥ω1 + q2∥v∥ω2

]
∥H∥

[
∥u+Dv∥2 + ∥v∥2

]
. (1.2.4)

Ïîëîæèì â äàííîì íåðàâåíñòâå u = y(t), v = y(t − τ) è îöåíèì ïåðâîå
ñëàãàåìîå. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ôóíêöèîíàëà V (t, y)
èìååì îöåíêó

∥y(t) +Dy(t− τ)∥2 ≤ ∥H−1∥V (t, y).

Çíà÷èò, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (1.1.13), ïîëó÷èì

2q1∥H∥(1 + ∥D∥)ω1∥y(t) +Dy(t− τ)∥2+ω1

≤ 2q1∥H∥(1 + ∥D∥)ω1∥H−1∥1+ω1/2V 1+ω1/2(t, y) = 2q̄1V
1+ω1/2(t, y). (1.2.5)

Òåïåðü îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (1.2.4). Ïîñêîëüêó

∥u+Dv∥2 + ∥v∥2 =
⟨(

I 0
0 I

)(
u+Dv

v

)
,

(
u+Dv

v

)⟩
è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî(

I 0
0 I

)
≤
(
I C12C

−1
22

0 I

)(
I + 2C12C

−2
22 C

∗
12 0

0 2I

)(
I 0

C−1
22 C

∗
12 I

)
,

òî

∥u+Dv∥2 + ∥v∥2 ≤
⟨(

I C12C
−1
22

0 I

)(
I + 2C12C

−2
22 C

∗
12 0

0 2I

)
×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12 I

)(
u+Dv

v

)
,

(
u+Dv

v

)⟩
.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îáîçíà÷åíèå (1.1.12) ìàòðèöû N , îòñþäà íåòðóä-
íî ïîëó÷èòü îöåíêó

∥u+Dv∥2 + ∥v∥2 ≤
⟨(

I C12C
−1
22

0 I

)(
(1 + 2∥N∥)I 0

0 2I

)

×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12 I

)(
u+Dv

v

)
,

(
u+Dv

v

)⟩
. (1.2.6)

Ïîëàãàÿ â íåðàâåíñòâå (1.2.4) u = y(t), v = y(t − τ) è èñïîëüçóÿ (1.2.5),
(1.2.6), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

2 ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), F (t, y(t), y(t− τ))⟩ ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y)

+
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1∥y(t− τ)∥ω1 + q2∥y(t− τ)∥ω2

]
∥H∥

×
⟨(

I C12C
−1
22

0 I

)(
(1 + 2∥N∥)I 0

0 2I

)
×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩
. (1.2.7)

Èòàê, â ñèëó ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ (1.2.2), (1.2.3) è (1.2.7) èç òîæ-
äåñòâà (1.2.1) èìååì îöåíêó

d

dt
V (t, y) +

⟨(
I C12C

−1
22

0 I

)(
lminI 0
0 mminI

)

×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y)

+
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1∥y(t− τ)∥ω1 + q2∥y(t− τ)∥ω2

]
∥H∥

×
⟨(

I C12C
−1
22

0 I

)(
(1 + 2∥N∥)I 0

0 2I

)
×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩
.
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Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííóþ îöåíêó. Ïîñêîëüêó(
I 0

C−1
22 C

∗
12 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)

=

(
y(t) +Dy(t− τ)

C−1
22 C

∗
12(y(t) +Dy(t− τ)) + y(t− τ)

)
,

òî, îáîçíà÷àÿ

z(t) = C−1
22 C

∗
12(y(t) +Dy(t− τ)) + y(t− τ), (1.2.8)

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

d

dt
V (t, y) +

⟨(
lminI 0
0 mminI

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1∥y(t− τ)∥ω1 + q2∥y(t− τ)∥ω2

]
∥H∥

×
⟨(

(1 + 2∥N∥)I 0
0 2I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y). (1.2.9)

Ñëåäóþùàÿ íàøà öåëü � äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíîé çàäà÷è
(1.1.8) íà âñåé ïîëóîñè {t > 0} ïðè φ(t) ∈ E1. Áîëåå òîãî, ìû äîêàæåì,
÷òî íà ëþáîì ïðîìåæóòêå [(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

×

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−εt/2 + ∥D∥mΦ. (1.2.10)

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E1, òî Φ < θ. Èñïîëüçóÿ (1.2.9),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

d

dt
V (t, y) +

⟨(
lminI 0
0 mminI

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩
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−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H∥

×
⟨(

(1 + 2∥N∥)I 0
0 2I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y). (1.2.11)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (1.1.14) íà âåëè÷èíó θ è îáîçíà÷åíèå (1.1.16) âåëè÷è-
íû c̃, ïîëó÷èì(
lminI 0
0 mminI

)
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H∥

(
(1 + 2∥N∥)I 0

0 2I

)

≥
(
c̃∥H∥I 0

0 0

)
≥ c̃

(
H 0
0 0

)
,

îòêóäà

d

dt
V (t, y) + c̃ ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (1.1.15) âåëè÷èíû ε îòñþäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

d

dt
V (t, y) + εV (t, y) ≤ 2q̄1V

1+ω1/2(t, y). (1.2.12)

Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E1, òî 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-
ñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)2/ω1

e−εt,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî

∥y(t) +Dy(t− τ)∥ ≤
√
∥H−1∥V (t, y)

≤
√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1
e−εt/2. (1.2.13)
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Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤ ∥y(t) +Dy(t− τ)∥+ ∥D∥∥y(t− τ)∥

≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

e−εt/2 + ∥D∥Φ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(1.2.10) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (1.2.10), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî

∥y(t′)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−εt′/2

+∥D∥m−1Φ, t′ ∈ [(m− 2)τ, (m− 1)τ). (1.2.14)

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ∥D∥ < e−ετ/2, òî

m−2∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j ≤
∞∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j =
(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ∥D∥m−1 ≤ ∥D∥, èç (1.2.14) ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤
√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

+ ∥D∥Φ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E1, èìååì îöåíêó

∥y(t′)∥ ≤ θ, t′ ∈ [(m− 2)τ, (m− 1)τ). (1.2.15)
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Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (1.2.15) èç íåðà-
âåíñòâà (1.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(1.2.13). Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî (1.2.14) ïðè t′ = t− τ ,
ïîëó÷èì îöåíêó

∥y(t)∥ ≤ ∥y(t) +Dy(t− τ)∥+ ∥D∥∥y(t− τ)∥

≤
√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1
e−εt/2

+∥D∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−ε(t−τ)/2 + ∥D∥m−1Φ

)

=

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−εt/2 + ∥D∥mΦ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E1 ðå-
øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.2.10).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (1.1.18). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

m−1∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j ≤
(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

è îöåíêó
∥D∥m ≤ ∥D∥t/τ ,

èç (1.2.10) ïîëó÷èì

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−εt/2 + ∥D∥mΦ

≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

e−εt/2 + ∥D∥t/τΦ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

48



Òåîðåìà 1.1.1 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.2.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðîâåäåì ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëü-
ñòâîì òåîðåìû 1.1.1. Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ñ
íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ E2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (1.1.3).
Â ñèëó óñëîâèé (1.1.5), (1.1.6) íà ìàòðèöû H è K(s) ýòîò ôóíêöèîíàë
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî âäîëü ðåøå-
íèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 1.1.1, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
(1.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ïðè φ(t) ∈ E2 áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ïðè ýòîì íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà (1.2.10).

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E2, òî Φ < θ. Èñïîëüçóÿ (1.2.9),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (1.2.11). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.1, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.12).
Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E2, òî 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-
ñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)2/ω1

e−εt,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî (1.2.13). Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤ ∥y(t) +Dy(t− τ)∥+ ∥D∥∥y(t− τ)∥

≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

e−εt/2 + ∥D∥Φ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(1.2.10) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (1.2.10), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî (1.2.14). Ïîñêîëüêó ∥D∥ = e−ετ/2, òî(

m−2∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−εt′/2 = (m− 1)e−εt′/2 ≤

(
t′

τ
+ 1

)
e−εt′/2
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≤ max
ξ≥0

{(
ξ

τ
+ 1

)
e−εξ/2

}
≤
(
e−1+ετ/2

ετ/2

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ∥D∥m−1 ≤ ∥D∥, èç (1.2.14) ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

(
e−1+ετ/2

ετ/2

)
+ ∥D∥Φ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
e−1+ετ/2

ετ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E2, èìååì îöåíêó (1.2.15).
Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (1.2.15) èç íåðà-

âåíñòâà (1.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(1.2.13). Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî (1.2.14) ïðè t′ = t− τ ,
ïîëó÷èì îöåíêó

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

e−εt/2

+∥D∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−ε(t−τ)/2 + ∥D∥m−1Φ

)

=

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−εt/2 + ∥D∥mΦ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E2 ðå-
øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.2.10).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (1.1.19). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

m−1∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j = m ≤ t

τ
+ 1
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è îöåíêó
∥D∥m ≤ ∥D∥t/τ ,

èç (1.2.10) ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó.
Òåîðåìà 1.1.2 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.3.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû òàêæå, êàê è òåîðåìû 1.1.2, ïðîâîäèòñÿ ïî
àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1.1.1. Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëü-
íîé çàäà÷è (1.1.8) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ E3. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèîíàë (1.1.3). Â ñèëó óñëîâèé (1.1.5), (1.1.6) íà ìàòðèöû H è K(s)
ýòîò ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöè-
ðóÿ åãî âäîëü ðåøåíèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 1.1.1,
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (1.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ïðè φ(t) ∈ E3 áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ïðè ýòîì íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà (1.2.10).

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E3, òî Φ < θ. Èñïîëüçóÿ (1.2.9),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (1.2.11). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.1, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.12).
Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E3, òî 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-
ñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)2/ω1

e−εt,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî (1.2.13). Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

e−εt/2 + ∥D∥Φ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(1.2.10) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (1.2.10), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
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(m− 1)τ) âûïîëíåíî (1.2.14). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû e−ετ/2 <
∥D∥ < 1, òî(

m−2∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−εt′/2 =

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eετ/2)m−2−j

)
e−εt′/2

≤

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eετ/2)t′/τ−j

)
e−εt′/2 ≤

( ∞∑
j=0

(∥D∥eετ/2)−j

)
∥D∥t′/τ

≤
(
1− (∥D∥eετ/2)−1

)−1

.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ∥D∥m−1 ≤ ∥D∥, èç (1.2.14) ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤
√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (∥D∥eετ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (∥D∥eετ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E3, èìååì îöåíêó (1.2.15).
Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (1.2.15) èç íåðà-

âåíñòâà (1.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(1.2.13). Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî (1.2.14) ïðè t′ = t− τ ,
ïîëó÷èì îöåíêó

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

e−εt/2

+∥D∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−ε(t−τ)/2 + ∥D∥m−1Φ

)

=

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−εt/2 + ∥D∥mΦ.
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Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E3 ðå-
øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.2.10).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (1.1.20). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî(

m−1∑
j=0

(∥D∥eετ/2)j
)
e−εt/2 =

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eετ/2)m−1−j

)
e−εt/2

≤

( ∞∑
j=0

(∥D∥eετ/2)−j

)
∥D∥t/τ =

(
1− (∥D∥eετ/2)−1

)−1

∥D∥t/τ

è îöåíêó
∥D∥m ≤ ∥D∥t/τ ,

èç (1.2.10) ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Òåîðåìà 1.1.3 äîêàçàíà.
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� 1.3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.1.4�1.1.6

Öåëü íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà � äîêàçàòü òåîðåìû 1.1.4�1.1.6. Äëÿ ýòî-
ãî íàì ïîíàäîáèòñÿ àíàëîã íåðàâåíñòâà Ì.Ã. Êðåéíà (ñì., íàïðèìåð, [19]):

∥Dj∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥ρj, (1.3.1)

ãäå H̃ îïðåäåëåíî â (1.1.21), ρ îïðåäåëåíî â (1.1.22).
Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.1.4�1.1.6 ïðîâîäÿòñÿ ïî àíàëî-

ãèè ñ äîêàçàòåëüñòâàìè òåîðåì 1.1.1�1.1.3.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.4.

Ïóñòü y(t)� ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíê-
öèåé φ(t) ∈ E4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (1.1.3). Â ñèëó óñëîâèé (1.1.5),
(1.1.6) íà ìàòðèöû H è K(s) ýòîò ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî âäîëü ðåøåíèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàñ-
ñóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 1.1.1, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (1.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ïðè φ(t) ∈ E4 áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ïðè ýòîì íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

×

(
m−1∑
j=0

(ρeετ/2)j

)
e−εt/2 + ρmΦ

)
. (1.3.2)

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E4, òî Φ < θ. Èñïîëüçóÿ (1.2.9),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (1.2.11). Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (1.1.14) íà
âåëè÷èíó θ è îáîçíà÷åíèå (1.1.16) âåëè÷èíû c̃, ïîëó÷èì(
lminI 0
0 mminI

)
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H∥

(
(1 + 2∥N∥)I 0

0 2I

)

≥
(
c̃∥H∥I 0

0 0

)
≥ c̃

(
H 0
0 0

)
,

îòêóäà

d

dt
V (t, y) + c̃ ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩
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+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (1.1.15) âåëè÷èíû ε îòñþäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
(1.2.12). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E4, òî 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε. Òîãäà, èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)2/ω1

e−εt,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî (1.2.13). Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤ ∥y(t) +Dy(t− τ)∥+ ∥D∥∥y(t− τ)∥

≤
√

∥H−1∥V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)1/ω1

e−εt/2 + ∥D∥Φ.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ îöåíêó (1.3.1) ïðè j = 1 è ó÷èòûâàÿ,
÷òî ∥H̃∥∥H̃−1∥ ≥ 1, ïîëó÷èì

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1
e−εt/2 + ρΦ

)
.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(1.3.2) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (1.3.2), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî

∥y(t′)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

×

(
m−2∑
j=0

(ρeετ/2)j

)
e−εt′/2 + ρmΦ

)
, t′ ∈ [(m− 2)τ, (m− 1)τ). (1.3.3)
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Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ρ < e−ετ/2, òî

m−2∑
j=0

(ρeετ/2)j ≤
∞∑
j=0

(ρeετ/2)j =
(
1− ρeετ/2

)−1

.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ρm−1 ≤ ρ, èç (1.3.3) ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ρeετ/2

)−1

+ ρΦ

)
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ρeετ/2

)−1

+ ρΦ

)
< θ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E4, èìååì îöåíêó (1.2.15).
Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (1.2.15) èç íåðà-

âåíñòâà (1.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(1.2.13). Äàëåå, ïðåäñòàâèì y(t) â âèäå

y(t) =
[
y(t) +Dy(t− τ)

]
−D

[
y(t− τ) +Dy(t− 2τ)

]
+ . . .

+(−1)m−1Dm−1
[
y(t− (m− 1)τ) +Dy(t−mτ)

]
+ (−1)mDmy(t−mτ)

=
m−1∑
j=0

(−1)jDj
[
y(t− jτ) +Dy(t− (j + 1)τ)

]
+ (−1)mDmy(t−mτ).

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

∥y(t)∥ ≤
m−1∑
j=0

∥Dj∥∥y(t− jτ) +Dy(t− (j + 1)τ)∥+ ∥Dm∥∥y(t−mτ)∥.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ îöåíêè (1.2.13), (1.3.1) è îöåíêó

∥y(t−mτ)∥ ≤ Φ,
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ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

m−1∑
j=0

ρje−ε(t−jτ)/2 + ρmΦ

)
.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E4 ðå-
øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.3.2).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (1.1.23). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

m−1∑
j=0

(ρeετ/2)j ≤
(
1− ρeετ/2

)−1

è îöåíêó
ρm ≤ ρt/τ ,

èç (1.3.2) ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó.
Òåîðåìà 1.1.4 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.5.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðîâåäåì ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëü-
ñòâîì òåîðåìû 1.1.4. Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ñ
íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ E5. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (1.1.3).
Â ñèëó óñëîâèé (1.1.5), (1.1.6) íà ìàòðèöû H è K(s) ýòîò ôóíêöèîíàë
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî âäîëü ðåøå-
íèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 1.1.1, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
(1.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ïðè φ(t) ∈ E5 áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ïðè ýòîì íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà (1.3.2).

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E5, òî Φ < θ. Îòñþäà è èç (1.2.9)
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (1.2.11). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.4, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.12).
Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E5, òî 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-
ñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)2/ω1

e−εt.
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Ñëåäîâàòåëüíî, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.4, ïîëó÷èì

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1
e−εt/2 + ρΦ

)
.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(1.3.2) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (1.3.2), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî (1.3.3). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ρ = e−ετ/2,
òî (

m−2∑
j=0

(ρeετ/2)j

)
e−εt′/2 = (m− 1)e−εt′/2 ≤

(
t′

τ
+ 1

)
e−εt′/2

≤ max
ξ≥0

{(
ξ

τ
+ 1

)
e−εξ/2

}
≤
(
e−1+ετ/2

ετ/2

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ρm−1 ≤ ρ, èç (1.3.3) ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ρeετ/2

)−1

+ ρΦ

)
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
e−1+ετ/2

ετ/2

)
+ ρΦ

)
< θ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E5, èìååì îöåíêó (1.2.15).
Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (1.2.15) èç íåðà-

âåíñòâà (1.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(1.2.13). Äàëåå, ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 1.1.4, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E5 ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.3.2).
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Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (1.1.24). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

m−1∑
j=0

(ρeετ/2)j = m ≤ t

τ
+ 1

è îöåíêó
ρm ≤ ρt/τ ,

èç (1.3.2) ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó.
Òåîðåìà 1.1.5 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.6.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû òàêæå ïðîâåäåì ïî àíàëîãèè ñ äîêàçà-
òåëüñòâîì òåîðåìû 1.1.4. Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ E6. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (1.1.3).
Â ñèëó óñëîâèé (1.1.5), (1.1.6) íà ìàòðèöû H è K(s) ýòîò ôóíêöèîíàë
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî âäîëü ðåøå-
íèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 1.1.1, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
(1.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ïðè φ(t) ∈ E6 áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ïðè ýòîì íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà (1.3.2).

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E6, òî Φ < θ. Îòñþäà è èç (1.2.9)
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (1.2.11). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.4, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.12).
Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E6, òî 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-
ñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1− 2q̄1

ε (V (0, φ))ω1/2
)2/ω1

e−εt,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî (1.2.13). Ñëåäîâàòåëüíî, êàê ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 1.1.4, ïîëó÷èì

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1
e−εt/2 + ρΦ

)
.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(1.3.2) äîêàçàíî.

59



Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (1.3.2), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî (1.3.3). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû e−ετ/2 <
ρ < 1, òî (

m−2∑
j=0

(ρeετ/2)j

)
e−εt′/2 =

(
m−2∑
j=0

(ρeετ/2)m−2−j

)
e−εt′/2

≤

(
m−2∑
j=0

(ρeετ/2)t
′/τ−j

)
e−εt′/2 ≤

( ∞∑
j=0

(ρeετ/2)−j

)
ρt

′/τ

≤
(
1− (ρeετ/2)−1

)−1

.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ρm−1 ≤ ρ, èç (1.3.3) è èç îïðåäåëå-
íèÿ ìíîæåñòâà E6, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.4, èìååì îöåíêó
(1.2.15).

Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (1.2.15) èç íåðà-
âåíñòâà (1.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(1.2.13). Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E6
ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.3.2).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (1.1.25). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî(

m−1∑
j=0

(ρeετ/2)j

)
e−εt/2 =

(
m−1∑
j=0

(ρeετ/2)m−1−j

)
e−εt/2

≤

( ∞∑
j=0

(ρeετ/2)−j

)
ρt/τ =

(
1− (ρeετ/2)−1

)−1

ρt/τ

è îöåíêó
ρm ≤ ρt/τ ,

èç (1.3.2) ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Òåîðåìà 1.1.6 äîêàçàíà.
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� 1.4. Ñëó÷àé ω1ω2 = 0

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â îöåíêå (1.1.2) íà
âåêòîð-ôóíêöèþ F (t, u, v)

ω1ω2 = 0.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé

ω1 > 0, ω2 = 0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s) òàêèå, ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé-
÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

q2∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
, (1.4.1)

ãäå lmin > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-
ðèö (1.1.11) è (1.1.10) ñîîòâåòñòâåííî, N îïðåäåëåíî â (1.1.12). Äàííîå
óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà θ > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
íåðàâåíñòâó (1.1.14) ïðè ω2 = 0:[

q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2

]
∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
.

Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà ε, îïðåäåëåííàÿ â (1.1.15),
ïîëîæèòåëüíà.

Èç òåîðåì 1.1.1�1.1.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.
Òåîðåìà 1.4.1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó (1.4.1) è

∥D∥ < e−ετ/2,

ãäå ε îïðåäåëåíî â (1.1.15). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1 ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé
çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(1.1.18).
Òåîðåìà 1.4.2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó (1.4.1) è

∥D∥ = e−ετ/2,
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ãäå ε îïðåäåëåíî â (1.1.15). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E2 ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé
çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(1.1.19).
Òåîðåìà 1.4.3.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó (1.4.1) è

e−ετ/2 < ∥D∥ < 1,

ãäå ε îïðåäåëåíî â (1.1.15). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E3 ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé
çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(1.1.20).

Äîêàçàòåëüñòâà äàííûõ óòâåðæäåíèé äîñëîâíî ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåì 1.1.1�1.1.3, òîëüêî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ âìåñòî ω2 íóæ-
íî ïîñòàâèòü 0 (ñì. � 1.2).

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 1.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.4.1) è ∥D∥ < 1. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (1.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ òàêæå íåòðóäíî îáîáùèòü íà ñëó-
÷àé, êîãäà ∥D∥ ≥ 1, à ñïåêòð ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó
êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 1.4.4.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó (1.4.1) è

ρ < e−ετ/2,

ãäå ρ, ε îïðåäåëåíû â (1.1.22), (1.1.15) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè φ(t) ∈
E4 ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà (1.1.23).
Òåîðåìà 1.4.5.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó (1.4.1) è

ρ = e−ετ/2,
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ãäå ρ, ε îïðåäåëåíû â (1.1.22), (1.1.15) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè φ(t) ∈
E5 ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà (1.1.24).
Òåîðåìà 1.4.6.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó (1.4.1) è

e−ετ/2 < ρ < 1,

ãäå ρ, ε îïðåäåëåíû â (1.1.22), (1.1.15) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè φ(t) ∈
E6 ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà (1.1.25).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.4.4�1.4.6 â òî÷íîñòè ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåì 1.1.4�1.1.6, òîëüêî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ âìåñòî ω2 íóæ-
íî ïîñòàâèòü 0 (ñì. � 1.3).

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 1.4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.4.1). Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1.1)
ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â îöåíêå (1.1.2)

ω1 = 0, ω2 > 0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s) òàêèå, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ
óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëîæèì òàê-
æå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

q1

[
1 +

√
1 + ∥D∥2

]
∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
, (1.4.2)

ãäå lmin > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö
(1.1.11) è (1.1.10) ñîîòâåòñòâåííî, N îïðåäåëåíî â (1.1.12).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü θ̄ > 0 òàêîå, ÷òî[
q1 +

√
q21 +

(
q1∥D∥+ q2θ̄ω2

)2] ∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
. (1.4.3)
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Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1.4.2) ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå âåëè÷èíû
θ̄ > 0. Îáîçíà÷èì

ε̄ = min{c̄, k}, (1.4.4)

ãäå

c̄ =
lmin

∥H∥
−
[
q1 +

√
q21 +

(
q1∥D∥+ q2θ̄ω2

)2]
(1 + 2∥N∥), (1.4.5)

k > 0 îïðåäåëåíî â (1.1.17). Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (1.4.3) íà
ïàðàìåòð θ̄ èìååì c̄ > 0, ò. å. ÷èñëî ε̄ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî.

Â äàëüíåéøåì ââåäåííûå ïàðàìåòðû θ̄ è ε̄ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè
îïèñàíèè ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà-
÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, è ïðè óêàçà-
íèè ðàâíîìåðíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ.

Âíà÷àëå ìû ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ∥D∥ < 1.
Êàê ðàíåå, Φ = max

t∈[−τ,0]
∥φ(t)∥. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1.4.7.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó (1.4.2) è

∥D∥ < e−ε̄τ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē1, ãäå

Ē1 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
∥H−1∥V (0, φ)

(
1− ∥D∥eε̄τ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ̄

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)
(
1− ∥D∥eε̄τ/2

)
−1e−ε̄t/2 + Φ∥D∥t/τ . (1.4.6)

Òåîðåìà 1.4.8.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó (1.4.2) è

∥D∥ = e−ε̄τ/2.
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Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē2, ãäå

Ē2 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
∥H−1∥V (0, φ)

(
e−1+ε̄τ/2

ε̄τ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ̄

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
(√

∥H−1∥V (0, φ)

(
t

τ
+ 1

)
+ Φ

)
e−ε̄t/2. (1.4.7)

Òåîðåìà 1.4.9.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó (1.4.2) è

e−ε̄τ/2 < ∥D∥ < 1.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē3, ãäå

Ē3 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
∥H−1∥V (0, φ)

(
1− (∥D∥eε̄τ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ̄

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

(√
∥H−1∥V (0, φ)

×
(
1− (∥D∥eε̄τ/2)−1

)−1

+ Φ

)
∥D∥t/τ . (1.4.8)

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
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Ñëåäñòâèå 1.4.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.4.2) è ∥D∥ < 1. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (1.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Ïðèâåäåì òåïåðü ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
∥D∥ ≥ 1, à ñïåêòð ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1.4.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.4.2) è

ρ < e−ε̄τ/2,

ãäå ρ îïðåäåëåíî â (1.1.22). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē4, ãäå

Ē4 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
∥H−1∥V (0, φ)

(
1− ρeε̄τ/2

)−1

+ ρΦ

)
< θ̄

}
,

H̃ îïðåäåëåíî â (1.1.21), ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäå-
ëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
∥H−1∥V (0, φ)

×
(
1− ρeε̄τ/2

)−1

e−ε̄t/2 + Φρt/τ

)
. (1.4.9)

Òåîðåìà 1.4.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.4.2) è

ρ = e−ε̄τ/2,

ãäå ρ îïðåäåëåíî â (1.1.22). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē5, ãäå

Ē5 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,
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√
∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
∥H−1∥V (0, φ)

(
e−1+ε̄τ/2

ε̄τ/2

)
+ ρΦ

)
< θ̄

}
,

H̃ îïðåäåëåíî â (1.1.21), ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäå-
ëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
∥H−1∥V (0, φ)

×
(
t

τ
+ 1

)
+ Φ

)
e−ε̄t/2. (1.4.10)

Òåîðåìà 1.4.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.4.2) è

e−ε̄τ/2 < ρ < 1,

ãäå ρ îïðåäåëåíî â (1.1.22). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē6, ãäå

Ē6 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
∥H−1∥V (0, φ)

(
1− (ρeε̄τ/2)−1

)−1

+ ρΦ

)
< θ̄

}
H̃ îïðåäåëåíî â (1.1.21), ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäå-
ëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
∥H−1∥V (0, φ)

×
(
1− (ρeε̄τ/2)−1

)−1

+ Φ

)
ρt/τ . (1.4.11)

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
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Ñëåäñòâèå 1.4.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.4.2). Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1.1)
ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.4.7�1.4.12 ïðîâîäÿòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.1.1�1.1.6. Ïðèâåäåì, íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1.4.7. Îñòàëüíûå òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4.7. Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé

çàäà÷è (1.1.8) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ Ē1. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèîíàë (1.1.3):

V (t, y) = ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds.

Â ñèëó óñëîâèé (1.1.5), (1.1.6) íà ìàòðèöû H è K(s) ýòîò ôóíêöèîíàë
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî âäîëü ðåøå-
íèÿ y(t), òàê æå, êàê è â òåîðåìå 1.1.1, ïîëó÷èì òîæäåñòâî (1.2.1):

d

dt
V (t, y) +

⟨
C

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩

−
t∫

t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds

≡ 2 ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), F (t, y(t), y(t− τ))⟩ ,
ãäå ìàòðèöà C > 0 îïðåäåëåíà â (1.1.9).

Âíà÷àëå ïðèâåäåì îöåíêó íà ìàòðèöó C. Òàê æå, êàê â òåîðåìå 1.1.1,
èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (1.1.10) è (1.1.11), ïîëó÷èì îöåíêó (1.2.2):

C ≥
(
I C12C

−1
22

0 I

)(
lminI 0
0 mminI

)(
I 0

C−1
22 C

∗
12 I

)
.

Òåïåðü â òîæäåñòâå (1.2.1) îöåíèì èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå. Èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî (1.1.17), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (1.2.3):

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds ≤ −k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds.
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Íàêîíåö, îöåíèì âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (1.2.1).
Â ñèëó íåðàâåíñòâà

∥u∥ ≤ ∥u+Dv∥+ ∥D∥∥v∥

èç îöåíêè (1.1.2) ïðè ω1 = 0 ïîëó÷èì

∥F (t, u, v)∥ ≤ q1∥u+Dv∥+ q1∥D∥∥v∥+ q2∥v∥1+ω2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

2 ⟨H(u+Dv), F (t, u, v)⟩ ≤ 2∥H∥∥u+Dv∥∥F (t, u, v)∥

≤ 2∥H∥
[
q1∥u+Dv∥2 + (q1∥D∥+ q2∥v∥ω2) ∥u+Dv∥∥v∥

]
.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó

2α∥u∥2 + 2β∥u∥∥v∥ ≤
(
α +

√
α2 + β2

)
(∥u∥2 + ∥v∥2),

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

2 ⟨H(u+Dv), F (t, u, v)⟩

≤
[
q1 +

√
q21 + (q1∥D∥+ q2∥v∥ω2)2

]
∥H∥

(
∥u+Dv∥2 + ∥v∥2

)
.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (1.2.6):

∥u+Dv∥2 + ∥v∥2 ≤
⟨(

I C12C
−1
22

0 I

)(
(1 + 2∥N∥)I 0

0 2I

)

×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12 I

)(
u+Dv

v

)
,

(
u+Dv

v

)⟩
.

Èìååì:

2 ⟨H(u+Dv), F (t, u, v)⟩ ≤
[
q1 +

√
q21 + (q1∥D∥+ q2∥v∥ω2)2

]
∥H∥

×
⟨(

I C12C
−1
22

0 I

)(
(1 + 2∥N∥)I 0

0 2I

)
×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12 I

)(
u+Dv

v

)
,

(
u+Dv

v

)⟩
. (1.4.12)
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Èòàê, â ñèëó ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ (1.2.2), (1.2.3) è (1.4.12) èç òîæ-
äåñòâà (1.2.1) èìååì îöåíêó

d

dt
V (t, y) +

⟨(
I C12C

−1
22

0 I

)(
lminI 0
0 mminI

)

×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds

≤
[
q1 +

√
q21 + (q1∥D∥+ q2∥y(t− τ)∥ω2)2

]
∥H∥

×
⟨(

I C12C
−1
22

0 I

)(
(1 + 2∥N∥)I 0

0 2I

)
×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩
.

Â ñèëó îáîçíà÷åíèÿ (1.2.8):

z(t) = C−1
22 C

∗
12(y(t) +Dy(t− τ)) + y(t− τ)

äàííàÿ îöåíêà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

d

dt
V (t, y) +

⟨(
lminI 0
0 mminI

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩
−
[
q1 +

√
q21 + (q1∥D∥+ q2∥y(t− τ)∥ω2)2

]
∥H∥

×
⟨(

(1 + 2∥N∥)I 0
0 2I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 0. (1.4.13)

Ñëåäóþùàÿ íàøà öåëü � äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíîé çàäà÷è
(1.1.8) íà âñåé ïîëóîñè {t > 0} ïðè φ(t) ∈ Ē1. Áîëåå òîãî, ìû äîêàæåì,
÷òî íà ëþáîì ïðîìåæóòêå [(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà
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∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eε̄τ/2)j
)
e−ε̄t/2 + ∥D∥mΦ. (1.4.14)

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ Ē1, òî Φ < θ̄. Èñïîëüçóÿ (1.4.13),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

d

dt
V (t, y) +

⟨(
lminI 0
0 mminI

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩
−
[
q1 +

√
q21 +

(
q1∥D∥+ q2θ̄ω2

)2] ∥H∥

×
⟨(

(1 + 2∥N∥)I 0
0 2I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 0. (1.4.15)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (1.4.3) íà âåëè÷èíó θ̄ è îáîçíà÷åíèå (1.4.5) âåëè÷èíû
c̄, ïîëó÷èì(
lminI 0
0 mminI

)
−
[
q1 +

√
q21 +

(
q1∥D∥+ q2θ̄ω2

)2] ∥H∥
(
(1 + 2∥N∥)I 0

0 2I

)
≥
(
c̄∥H∥I 0

0 0

)
≥ c̄

(
H 0
0 0

)
,

îòêóäà

d

dt
V (t, y) + c̄ ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 0.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (1.4.4) âåëè÷èíû ε̄ îòñþäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

d

dt
V (t, y) + ε̄V (t, y) ≤ 0.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ) e−ε̄t,
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îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî

∥y(t) +Dy(t− τ)∥ ≤
√

∥H−1∥V (t, y) ≤
√
∥H−1∥V (0, φ) e−ε̄t/2. (1.4.16)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤
√
∥H−1∥V (0, φ) e−ε̄t/2 + ∥D∥Φ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(1.4.14) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (1.4.14), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî

∥y(t′)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eε̄τ/2)j
)
e−ε̄t′/2

+∥D∥m−1Φ, t′ ∈ [(m− 2)τ, (m− 1)τ). (1.4.17)

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ∥D∥ < e−ε̄τ/2, òî

m−2∑
j=0

(∥D∥eε̄τ/2)j ≤
∞∑
j=0

(∥D∥eε̄τ/2)j =
(
1− ∥D∥eε̄τ/2

)−1

.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ∥D∥m−1 ≤ ∥D∥, èç (1.4.17) ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤
√
∥H−1∥V (0, φ)

(
1− ∥D∥eε̄τ/2

)−1

+ ∥D∥Φ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî√
∥H−1∥V (0, φ)

(
1− ∥D∥eε̄τ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ̄

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ē1, èìååì îöåíêó

∥y(t′)∥ ≤ θ, t′ ∈ [(m− 2)τ, (m− 1)τ). (1.4.18)
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Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (1.4.18) èç íåðà-
âåíñòâà (1.4.13) ïîëó÷èì îöåíêó (1.4.15). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(1.4.16). Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî (1.4.18) ïðè t′ = t− τ ,
ïîëó÷èì îöåíêó

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ) e−ε̄t/2

+∥D∥

(√
∥H−1∥V (0, φ)

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eε̄τ/2)j
)
e−ε̄(t−τ)/2 + ∥D∥m−1Φ

)

=
√

∥H−1∥V (0, φ)

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eε̄τ/2)j
)
e−ε̄t/2 + ∥D∥mΦ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ Ē1 ðå-
øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.4.14).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (1.4.6). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëü-
çóÿ íåðàâåíñòâî

m−1∑
j=0

(∥D∥eε̄τ/2)j ≤
(
1− ∥D∥eε̄τ/2

)−1

è îöåíêó
∥D∥m ≤ ∥D∥t/τ ,

èç (1.4.14) ïîëó÷èì

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V (0, φ)

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eε̄τ/2)j
)
e−ε̄t/2 + ∥D∥mΦ

≤
√

∥H−1∥V (0, φ)
(
1− ∥D∥eε̄τ/2

)−1

e−ε̄t/2 + ∥D∥t/τΦ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà 1.4.7 äîêàçàíà.
Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ω1 = 0, ω2 = 0 â óñëîâèè (1.1.2)

íà âåêòîð-ôóíêöèþ F (t, u, v). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàò-
ðèöû H è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7), ãàðàíòèðó-

73



þùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû. Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî[

q1 +

√
q21 + (q1∥D∥+ q2)

2

]
∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
, (1.4.19)

ãäå lmin > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-
ðèö (1.1.11) è (1.1.10) ñîîòâåòñòâåííî, N îïðåäåëåíî â (1.1.12). Äàííîå
óñëîâèå ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (1.4.3) ïðè ω2 = 0 è ãàðàíòèðóåò, ÷òî âåëè-
÷èíà ε̄, îïðåäåëåííàÿ â (1.4.4), ïîëîæèòåëüíà. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïðè
ω1 = ω2 = 0 èç (1.4.3) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà θ̄ ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî
ïðîèçâîëüíîé.

Èç òåîðåì 1.4.7�1.4.12 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.
Òåîðåìà 1.4.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 è q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (1.4.19) è

∥D∥ < e−ε̄τ/2,

ãäå ε̄ îïðåäåëåíî â (1.4.4). Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà
(1.4.6).
Òåîðåìà 1.4.14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 è q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (1.4.19) è

∥D∥ = e−ε̄τ/2,

ãäå ε̄ îïðåäåëåíî â (1.4.4). Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà
(1.4.7).
Òåîðåìà 1.4.15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 è q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (1.4.19) è

e−ε̄τ/2 < ∥D∥ < 1,

ãäå ε̄ îïðåäåëåíî â (1.4.4). Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà
(1.4.8).
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Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 1.4.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 è q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (1.4.19) è ∥D∥ < 1. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (1.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ òàêæå íåòðóäíî îáîáùèòü íà ñëó-
÷àé, êîãäà ∥D∥ ≥ 1, à ñïåêòð ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó
êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 1.4.16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 è q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (1.4.19) è

ρ < e−ε̄τ/2,

ãäå ρ, ε̄ îïðåäåëåíû â (1.1.22), (1.4.4) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ðå-
øåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈
C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà (1.4.9).
Òåîðåìà 1.4.17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 è q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (1.4.19) è

ρ = e−ε̄τ/2,

ãäå ρ, ε̄ îïðåäåëåíû â (1.1.22), (1.4.4) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ðå-
øåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈
C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà (1.4.10).
Òåîðåìà 1.4.18. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 è q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (1.4.19) è

e−ε̄τ/2 < ρ < 1,

ãäå ρ, ε̄ îïðåäåëåíû â (1.1.22), (1.4.4) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ðå-
øåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈
C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà (1.4.11).

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
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Ñëåäñòâèå 1.4.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ïóñòü q1 è q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (1.4.19). Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(1.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì ëåãêî âûòåêàþò èç äîêà-
çàòåëüñòâ òåîðåì 1.4.7�1.4.12. Äåéñòâèòåëüíî, ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå
òåîðåìû 1.4.13. Ïóñòü φ(t) ∈ C1([−τ, 0]). Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà θ̄ ìîæåò
áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíîé, òî âîçüìåì â êà÷åñòâå θ̄ òàêîå ÷èñëî,
÷òîáû áûëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

Φ < θ̄,
√

∥H−1∥V (0, φ)
(
1− ∥D∥eε̄τ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ̄,

ò. å. ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ φ(t) ïðèíàäëåæàëà ìíîæåñòâó Ē1. Âñå äàëü-
íåéøèå ðàññóæäåíèÿ äîñëîâíî ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4.7.
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� 1.5. Î âûáîðå ìàòðèö H è K(s)

Îñíîâíîé âîïðîñ, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîì ïàðàãðàôå �
âîïðîñ î âûáîðå ìàòðèö H è K(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.1.5)�
(1.1.7), êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî
ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû èç (1.1.4). Ïðèâåäåì îäèí èç âàðèàíòîâ ïî-
ñòðîåíèÿ ìàòðèö H è K(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííûì óñëîâèÿì.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ∥D∥ < 1.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç óñëîâèÿ (1.1.7) ñëåäóåò ìàòðè÷íîå íåðàâåí-

ñòâî HA + A∗H < 0. Â êà÷åñòâå H = H∗ > 0 âîçüìåì ðåøåíèå ìàòðè÷-
íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

HA+ A∗H = −I. (1.5.1)

Äàëåå, â êà÷åñòâå K(s) âîçüìåì ìàòðèöó

K(s) = µe−ksI, µ > 0, k > 0. (1.5.2)

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ìàòðèöû, èç óòâåðæäåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â
� 1.1, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè.
Òåîðåìà 1.5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∥D∥ < 1 è ñóùåñòâóåò H =

H∗ > 0 � ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (1.5.1), ïðè÷åì
âûïîëíåíî ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

(1− ∥D∥2)I +H(B − AD)D∗ +D(B − AD)∗H

> 2
√
∥H(B − AD)(B − AD)∗H∥ I. (1.5.3)

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû èç (1.1.4) ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû èç [102] äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç (1.1.4) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé (1.1.5)�(1.1.7). Â � 1.1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëîâèå (1.1.7) ýê-
âèâàëåíòíî äâóì óñëîâèÿì (1.1.10), (1.1.11). Â ñèëó îïðåäåëåíèé (1.5.1)
è (1.5.2) óñëîâèÿ (1.1.5) è (1.1.6) âûïîëíåíû, à óñëîâèÿ (1.1.10) è (1.1.11)
ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

e−kτI −D∗D > 0,

I − µI − µ−1
(
H(B − AD)− µD

)
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×
(
e−kτI −D∗D

)−1(
(B − AD)∗H − µD∗

)
> 0.

Ïîñêîëüêó
e−kτI −D∗D ≥ (e−kτ − ∥D∥2)I,

òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

e−kτ − ∥D∥2 > 0, (1.5.4)

I − µI − µ−1(e−kτ − ∥D∥2)−1
(
H(B − AD)− µD

)
×
(
(B − AD)∗H − µD∗

)
> 0.

Â ñèëó óñëîâèÿ ∥D∥ < 1 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì k > 0 ïåðâîå íåðàâåíñòâî
âûïîëíåíî. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

(e−kτ − ∥D∥2)I +H(B − AD)D∗ +D(B − AD)∗H

> µ−1H(B − AD)(B − AD)∗H + µ
(
(e−kτ − ∥D∥2)I +DD∗) .

Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

(e−kτ − ∥D∥2)I +H(B − AD)D∗ +D(B − AD)∗H

>
(
µ−1∥H(B − AD)(B − AD)∗H∥+ µe−kτ

)
I.

Åñëè B = AD, òî ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî ïðè

0 < µ < 1− ∥D∥2ekτ . (1.5.5)

Åñëè æå B ̸= AD, òî, ïîëàãàÿ

µ =
√
∥H(B − AD)(B − AD)∗H∥ ekτ/2, (1.5.6)

ïîëó÷èì

(e−kτ − ∥D∥2)I +H(B − AD)D∗ +D(B − AD)∗H

> 2
√
∥H(B − AD)(B − AD)∗H∥ e−kτ/2I.

Ïðè k = 0 ýòî íåðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ (1.5.3). Çíà÷èò ïðè k, äîñòàòî÷íî
áëèçêîì ê 0, îíî òàêæå áóäåò âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû
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óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Â ñèëó òåîðåìû [102] ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåìû èç (1.1.4) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.5.1 äàåò áîëåå ãðóáûå óñëîâèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ (1.1.5)�(1.1.7).

Îäíàêî, ïðåèìóùåñòâî äàííûõ óñëîâèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè ÿâëÿ-
þòñÿ êîíñòðóêòèâíûìè, ïîñêîëüêó ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (1.5.1)
ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ (ñì., íàïðèìåð, [19],
[100]).

Òåïåðü ïðèâåäåì îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1.1) è îöåíêè îáëàñòåé
ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö èç (1.5.1), (1.5.2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.5.1. Ââåäåì ñëåäó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü k > 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.5.4), è µ > 0 îïðå-
äåëåíî â (1.5.5), (1.5.6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèè (1.1.2) íà âåêòîð-
ôóíêöèþ F (t, u, v) ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè ωi, i = 1, 2, ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíûå, è ïóñòü θ > 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.1.14) ñ ìàòðèöàìè

M = µ(e−kτ − ∥D∥2)I > 0,

L = I − µI − µ−1(e−kτ − ∥D∥2)−1
(
H(B − AD)− µD

)
×
(
(B − AD)∗H − µD∗

)
> 0,

N = µ−2(e−kτ − ∥D∥2)−2
(
H(B − AD)− µD

)(
(B − AD)∗H − µD∗

)
.

Ïóñòü
ε = min{c̃, k},

ãäå c̃ > 0 èç (1.1.16) ñ ââåäåííûìè ìàòðèöàìè L è N .
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.5.2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.5.1.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1, ãäå ìíîæåñòâî E1 èç òåîðåìû 1.1.1, ðåøåíèå íà-
÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà
îöåíêà (1.1.18).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.1, ïîñêîëüêó â ñèëó
óñëîâèÿ (1.5.4) èìååì

∥D∥ < e−kτ/2 ≤ e−ετ/2.
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Òåïåðü ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå, êîãäà ñïåêòð ìàòðèöû D ïðè-
íàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
äàííîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì (1.1.6), (1.1.10).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.6), (1.1.10). Òîãäà â ñè-
ëó d

dsK(s) < 0 èìååì K(0) > K(τ). Ñëåäîâàòåëüíî,

K(0)−D∗K(0)D = K(0)−K(τ) +M > 0.

Ïîñêîëüêó K(0) = K∗(0) > 0, òî ñïåêòð ìàòðèöû D ëåæèò â åäèíè÷íîì
êðóãå.

Îáðàòíî, ïóñòü ñïåêòð ìàòðèöû D ëåæèò â åäèíè÷íîì êðóãå. Çíà÷èò,
ïî êðèòåðèþ Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H̃ = H̃∗ > 0
äèñêðåòíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (1.1.21). Âîçüìåì â êà÷å-
ñòâå K(s) ìàòðèöó

K(s) = µe−ksH̃, µ > 0, k > 0. (1.5.7)

Òîãäà óñëîâèå (1.1.6) áóäåò âûïîëíåíî, à óñëîâèå (1.1.10) ïåðåïèøåòñÿ â
âèäå:

M = µ(e−kτH̃ −D∗H̃D) > 0.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì k > 0 ýòî óñëîâèå áóäåò òàêæå âûïîëíåíî.
Èñïîëüçóÿ ìàòðèöûH èK(s) èç (1.5.1) è (1.5.7), òàêæå, êàê è â ñëó÷àå

∥D∥ < 1, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò îá ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè.
Òåîðåìà 1.5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò H = H∗ > 0 �

ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (1.5.1) è H̃ = H̃∗ > 0 � ðå-
øåíèå äèñêðåòíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (1.1.21), ïðè÷åì
âûïîëíåíî ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî(

1− 2
√

∥H(B − AD)(B − AD)∗H∥
√

∥H̃ + H̃DD∗H̃∥
)
I

+H(B − AD)D∗H̃ + H̃D(B − AD)∗H > 0. (1.5.8)

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû èç (1.1.4) ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû èç (1.1.4) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.1.5)�(1.1.7).
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü, óñëîâèå (1.1.7) ýêâèâàëåíòíî äâóì óñëîâèÿì (1.1.10),
(1.1.11). Â ñèëó (1.5.1) è (1.5.7) óñëîâèÿ (1.1.5) è (1.1.6) âûïîëíåíû, à
óñëîâèÿ (1.1.10) è (1.1.11) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

I − (1− e−kτ)H̃ > 0,

I − µH̃ − µ−1
(
H(B − AD)− µH̃D

)
×
(
I − (1− e−kτ)H̃

)−1(
(B − AD)∗H − µD∗H̃

)
> 0.

Ïîñêîëüêó

I − (1− e−kτ)H̃ ≥
(
1− (1− e−kτ)∥H̃∥

)
I,

òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

ξ = 1− (1− e−kτ)∥H̃∥ > 0, (1.5.9)

I − µH̃ − µ−1ξ−1
(
H(B − AD)− µH̃D

)(
(B − AD)∗H − µD∗H̃

)
> 0.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì k > 0 ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Âòîðîå
íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

ξI +H(B − AD)D∗H̃ + H̃D(B − AD)∗H

> µ−1H(B − AD)(B − AD)∗H + µ
(
ξH̃ + H̃DD∗H̃

)
.

Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

ξI +H(B − AD)D∗H̃ + H̃D(B − AD)∗H

>
(
µ−1∥H(B − AD)(B − AD)∗H∥+ µ∥ξH̃ + H̃DD∗H̃∥

)
I.

Åñëè B = AD, òî ýòà îöåíêà áóäåò âûïîëíåíà ïðè

0 < µ <
ξ

∥ξH̃ + H̃DD∗H̃∥
. (1.5.10)

Åñëè æå B ̸= AD, òî, ïîëàãàÿ

µ =

√
∥H(B − AD)(B − AD)∗H∥

∥ξH̃ + H̃DD∗H̃∥
, (1.5.11)
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ïîëó÷èì
ξI +H(B − AD)D∗H̃ + H̃D(B − AD)∗H

> 2
√

∥H(B − AD)(B − AD)∗H∥
√
∥ξH̃ + H̃DD∗H̃∥ I.

Ïðè ξ = 1, ò. å. k = 0, ýòî íåðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ (1.5.8). Çíà÷èò ïðè
ξ, äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê 1, îíî òàêæå áóäåò âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì,
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)�(1.1.7). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå
ñèñòåìû èç (1.1.4) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåïåðü ïðèâåäåì îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1.1) è îöåíêè îáëàñòåé

ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö èç (1.5.1), (1.5.7).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.5.3. Ââåäåì ñëåäó-

þùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü k > 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.5.9), è µ > 0 îïðåäå-

ëåíî â (1.5.10), (1.5.11). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèè (1.1.2) íà âåêòîð-
ôóíêöèþ F (t, u, v) ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè ωi, i = 1, 2, ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíûå, è ïóñòü θ > 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.1.14) ñ ìàòðèöàìè

M = µξI > 0,

L = I − µH̃ − µ−1ξ−1
(
H(B−AD)− µH̃D

)(
(B−AD)∗H − µD∗H̃

)
> 0,

N = µ−2ξ−2
(
H(B − AD)− µH̃D

)(
(B − AD)∗H − µD∗H̃

)
.

Ïóñòü
ε = min{c̃, k},

ãäå c̃ > 0 èç (1.1.16) ñ ââåäåííûìè ìàòðèöàìè L è N .
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.5.4.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.5.3.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E4, ãäå ìíîæåñòâî E4 èç òåîðåìû 1.1.4, ðåøåíèå íà-
÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà
îöåíêà (1.1.23).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.4, ïîñêîëüêó â ñèëó
óñëîâèÿ (1.5.9) èìååì√

1− 1

∥H̃∥
< e−kτ/2 ≤ e−ετ/2,
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ò. å. â ñèëó (1.1.22) ïîëó÷èì ρ < e−ετ/2. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 1.1.4 âûïîëíåíû.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ìàòðèöû H èç (1.5.1) è K(s) èç (1.5.2)
èëè (1.5.7), ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1.1), óêàçàíû ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ
âåêòîð-ôóíêöèé φ(t), ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1.8)
îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, è îöåíêè ðåøåíèé, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü
óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Î÷åâèäíî, òàêîé âûáîð ìàòðèö íå ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ.
Âîïðîñ. Êàêèì îáðàçîì ñëåäóåò âûáèðàòü ìàòðèöû H è K(s), ÷òî-

áû ïîëó÷åííûå îöåíêè äàâàëè íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé
ñèñòåìû (1.1.1) ïðè t → ∞?

Â ñëó÷àå n > 1 (n � ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû) ýòîò âîïðîñ ïîêà îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû äàäèì îòâåò íà äàííûé âîïðîñ
ïðè n = 1 è F (t, u, v) ≡ 0.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå íåéòðàëüíîãî òèïà

d

dt
(y(t) + dy(t− τ)) = ay(t) + by(t− τ), t > 0, (1.5.12)

ãäå a, b, d ∈ R, è íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
d

dt
(y(t) + dy(t− τ)) = ay(t) + by(t− τ), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0),

(1.5.13)

ãäå φ(t) ∈ C1([−τ, 0]).
Êàê ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïàðàãðàôà, äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü

ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.5.12),
äîñòàòî÷íî íàéòè êîíñòàíòó H > 0 è ôóíêöèþ K(s) ∈ C1([0, τ ]) òàêèå,
÷òî

K(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ], (1.5.14)

M = K(τ)− d2K(0) > 0, (1.5.15)

L = −2aH −K(0)− ((b− ad)H − dK(0))2

K(τ)− d2K(0)
> 0. (1.5.16)
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò óñëîâèÿ íà âåëè÷èíû a, b, d ∈ R, ýêâèâàëåíò-
íûå óñëîâèÿì (1.5.14)�(1.5.16).
Ëåììà 1.5.1. Óñëîâèÿ (1.5.14)�(1.5.16) âûïîëíåíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà
|b| < −a, |d| < 1. (1.5.17)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ H > 0 è ôóíêöèè K(s)

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.5.14)�(1.5.16). Ïîñêîëüêó 0 < K(τ) < K(0), òî èç
óñëîâèÿ (1.5.15) ñëåäóåò, ÷òî |d| < 1, à ïîñêîëüêó H > 0 è K(0) > 0, òî
óñëîâèå (1.5.16) äàåò a < 0.

Ïåðåïèøåì óñëîâèå (1.5.16) â âèäå

(−2aH −K(0))(K(τ)− d2K(0))− ((b− ad)H − dK(0))2 > 0.

Ïîñêîëüêó K(τ) < K(0), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(−2aH −K(0))(K(0)− d2K(0))− ((b− ad)H − dK(0))2 > 0

èëè
(1− d2)(a2 − b2)H2 > (K(0)− (−a+ bd)H)2.

Îòñþäà
(1− d2)(a2 − b2) > 0,

à ïîñêîëüêó |d| < 1 è a < 0, òî ïîëó÷èì |b| < −a.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (1.5.17). Ïî-

ëîæèì
H = 1, K(s) = (−a+ bd)e−ks, k > 0.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå (1.5.14) âûïîëíåíî, à âåëè÷èíû M è L èç (1.5.15),
(1.5.16) áóäóò èìåòü âèä:

M = (−a+ bd)(e−kτ − d2),

L = −a− bd− b2(1− d2)2

(−a+ bd)(e−kτ − d2)

=
(a2 − b2)(1− d2)− (a2 − b2d2)(1− e−kτ)

(−a+ bd)(e−kτ − d2)
.
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Ïóñòü k > 0 òàêîå, ÷òî

e−kτ > d2, e−kτ > 1− (a2 − b2)(1− d2)

a2 − b2d2
.

Òîãäà ïîëó÷èì M > 0, L > 0, ò. å. óñëîâèÿ (1.5.15), (1.5.16) òàêæå âû-
ïîëíåíû.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåïåðü ïðèâåäåì îöåíêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.5.12). Ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.5.5.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.5.12)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.5.17), à âåëè÷èíû H è ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
K(s) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.5.14)�(1.5.16). Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ y(t)
íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.5.13) èìååò ìåñòî îöåíêà

|y(t)| ≤
√
H−1V (0, φ)(1− |d|eετ/2)−1e−εt/2 + Φ|d|t/τ , (1.5.18)

ãäå â ñèëó (0.13)

V (0, φ) = H(φ(0) + dφ(−τ))2 +

0∫
−τ

K(−s)φ2(s)ds, (1.5.19)

Φ = max
t∈[−τ,0]

|φ(t)|, (1.5.20)

ε = min

{
−2a−H−1K(0)− (b− ad− dH−1K(0))2

H−1(K(τ)− d2K(0))
, k

}
, (1.5.21)

k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ]. (1.5.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî |d| < e−ετ/2. Äåéñòâèòåëüíî,
èç óñëîâèÿ (1.5.22) èìååì

d

ds
(K(s)eks) ≤ 0,

îòêóäà
K(τ)ekτ ≤ K(s)eks ≤ K(0).
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Çíà÷èò
K(τ) ≤ K(0)e−kτ . (1.5.23)

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ (1.5.15) ïîëó÷èì

d2K(0) < K(τ) ≤ K(0)e−kτ .

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε ≤ k, áóäåì èìåòü

|d| < e−kτ/2 ≤ e−ετ/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.1.1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.
Ñëåäñòâèå 1.5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.5.17).

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.5.12) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.
Íåðàâåíñòâà (1.5.17) îïðåäåëÿþò îáëàñòü àáñîëþòíîé àñèìïòîòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè, ò. å. îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðè ëþ-
áîì çàïàçäûâàíèè τ > 0.

Ñëåäóþùàÿ íàøà öåëü � âûáîð ÷èñëà H è ôóíêöèè K(s). Ýòè âåëè-
÷èíû ìû áóäåì âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå 1.5.5 îöåíêà
(1.5.18) äàâàëà íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðè t → ∞.

Â ñèëó (1.5.18) îöåíêà ñêîðîñòè óáûâàíèÿ òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå
âåëè÷èíà ε èç (1.5.21). Ïîñêîëüêó ÷åì áîëüøå K(τ), òåì áîëüøå ε, òî,
ó÷èòûâàÿ (1.5.23), ïîëîæèì

K(τ) = K(0)e−kτ .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (1.5.22), (1.5.15) è (1.5.21), ïîëó÷èì

K(s) = K(0)e−ks, s ∈ [0, τ ], e−kτ > d2,

ε = min

{
−2a−H−1K(0)− (b− ad− dH−1K(0))2

H−1K(0)(e−kτ − d2)
, k

}
.

Ïðåîáðàçóåì âåëè÷èíó ε:

ε = min

−2a−

(
H−1K(0)e−kτ + (b−ad)2

H−1K(0) − 2(b− ad)d
)

(e−kτ − d2)
, k

 . (1.5.24)
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Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé b = ad. Òîãäà

ε = min

{
−2a− H−1K(0)

(1− d2ekτ)
, k

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

0 < K(0) < −2aH(1− d2ekτ), b = ad,

ïðè÷åì ÷åì ìåíüøå K(0), òåì áîëüøå áóäåò âåëè÷èíà ε.
Ïóñòü òåïåðü b ̸= ad. Èç (1.5.24) çàêëþ÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà ε áóäåò ìàê-

ñèìàëüíà, êîãäà âåëè÷èíà
(
H−1K(0)e−kτ + (b−ad)2

H−1K(0)

)
ìèíèìàëüíà. Íàõî-

äÿ ìèíèìóì ýòîé âåëè÷èíû, ïîëó÷èì

K(0) = H|b− ad|ekτ/2, b ̸= ad.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ε = min

{
−2a− 2|b− ad|

(e−kτ/2 + d sign(b− ad))
, k

}
, (1.5.25)

ãäå

sign(x) =


1, x > 0,
0, x = 0,
−1, x < 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(k) = −2a− 2|b− ad|
(e−kτ/2 + d sign(b− ad))

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.5.17) èìååì f(0) > 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè |d| < 1, åñëè b ≥ ad, òî óñëîâèå f(0) > 0 ýêâèâà-
ëåíòíî óñëîâèþ b < −a, à åñëè b ≤ ad, òî óñëîâèå f(0) > 0 ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ a < b. Òàêèì îáðàçîì, ïðè |d| < 1 óñëîâèå f(0) > 0 ýêâèâàëåíò-
íî îáúåäèíåíèþ ñëåäóþùèõ óñëîâèé: ad ≤ b < −a è a < b ≤ ad, ò. å.
a < b < −a.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (1.5.25) èìååì ε = min {f(k), k}, ïðè÷åì f(0) >
0 è f(k) óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà ε áóäåò ìàêñèìàëüíà, êîãäà
k = k̃, ãäå k̃ > 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(k̃) = k̃, èëè

−2a− 2|b− ad|
(e−k̃τ/2 + d sign(b− ad))

= k̃.
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Òîãäà
ε = min{k̃, k}, e−kτ > d2.

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ðåøåíèé ïî-
ëó÷àåòñÿ ïðè

H > 0, K(s) = K(0)e−ks, s ∈ [0, τ ], (1.5.26)

ãäå
e−kτ > d2, (1.5.27)

0 < H−1K(0) = |b− ad|ekτ/2 ïðè b ̸= ad, (1.5.28)

0 < H−1K(0) < −2a(1− d2ekτ) ïðè b = ad, (1.5.29)

ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ÷åì ìåíüøå K(0), òåì ñêîðîñòü óáûâàíèÿ
áóäåò áîëüøå.

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1.5.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.5.17). Òî-

ãäà äëÿ ðåøåíèÿ y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.5.13) èìååò ìåñòî îöåíêà
(1.5.18):

|y(t)| ≤
√

H−1V (0, φ)(1− |d|eετ/2)−1e−εt/2 + Φ|d|t/τ ,

ãäå V (0, φ) îïðåäåëåíî â (1.5.19) ñ ôóíêöèåé K(s) èç (1.5.26), Φ îïðåäå-
ëåíî â (1.5.20),

ε = min{k̃, k},
k̃ > 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

−2a− 2|b− ad|
(e−k̃τ/2 + d sign(b− ad))

= k̃, åñëè b ̸= ad,

è k̃ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

k̃ = −2a− H−1K(0)

(1− d2ekτ)
, åñëè b = ad,

k > 0 èç (1.5.27).
Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíûH èK(s) ïðèñóòñòâóþò â îöåíêå

(1.5.18) òîëüêî â âèäå H−1K(s). Ïîýòîìó â ñèëó (1.5.28), (1.5.29) áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî H = 1.
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� 1.6. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî
òèïà ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ(t))) = Ay(t) +By(t− τ(t))

+F (t, y(t), y(t− τ(t))), t > 0, (1.6.1)

ãäå A, B è D � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n × n,
F (t, u, v) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ, êàê
ðàíåå, óñëîâèÿì:

F (t, u, v) ∈ C([0,∞)× R2n),

∥F (t, u1, v)− F (t, u2, v)∥ ≤ L∥u1 − u2∥, L ≥ 0,

∥F (t, u, v)∥ ≤ q1∥u∥1+ω1 + q2∥v∥1+ω2, q1, q2 ≥ 0, ω1, ω2 ≥ 0, (1.6.2)

τ(t) � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

τ(t) ∈ C1([0,∞)), 0 < τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2 < ∞, τ ′(t) ≤ α < 1.

Íàøà öåëü � óêàçàòü íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà
ñëó÷àé ñèñòåì óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâà-
íèåì.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (1.6.1):
d

dt
(y(t) +Dy(t− τ(t))) = Ay(t) +By(t− τ(t))

+F (t, y(t), y(t− τ(t))), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ2, 0], y(+0) = φ(0).

(1.6.3)

Çäåñü φ(t) ∈ C1([−τ2, 0]) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

d

dt
(φ(t) +Dφ(t− τ(t)))

∣∣∣
t=0

= Aφ(0) +Bφ(−τ(0)) + F (0, φ(0), φ(−τ(0))),
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ò. å. φ(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1.6.1) ïðè t = 0. Äàííîå óñëîâèå ãàðàí-
òèðóåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è áóäåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìûì.

Äëÿ ñèñòåìû (1.6.1) ìû, êàê è ðàíåå, èçó÷àåì ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé-
÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Ìû óêàçûâàåì ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ âåêòîð-
ôóíêöèé φ(t), ïðè êîòîðûõ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1.6.3) ðàçðåøèìà ïðè âñåõ
t > 0, è ïîëó÷àåì îöåíêè ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ðåøåíèé, ïðè
ýòîì ìû íå èñïîëüçóåì ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðå-
çóëüòàòîâ ìû èñïîëüçóåì àíàëîã ìîäèôèöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà Ëÿ-
ïóíîâà�Êðàñîâñêîãî (1.1.3):

V (t, y) = ⟨H(y(t) +Dy(t− τ(t))), (y(t) +Dy(t− τ(t)))⟩

+

t∫
t−τ(t)

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ(t))) = Ay(t) +By(t− τ(t)), t > 0,

è ïðèâåäåì àíàëîãè óñëîâèé (1.1.5)�(1.1.7), êîòîðûå â ñëó÷àå τ(t) ≡ τ
ãàðàíòèðóþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ: ïóñòü
ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

H = H∗ > 0, K(s) ∈ C1([0, τ2]) (1.6.4)

òàêèå, ÷òî

K(s) = K∗(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ2], (1.6.5)

ïðè ýòîì

C = −
(
HA+ A∗H +K(0) HB + A∗HD

B∗H +D∗HA D∗HB +B∗HD − (1− α)K(τ2)

)
> 0.

(1.6.6)
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè ωi, i = 1, 2 â (1.6.2) ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûå.
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåêîòîðûå
îáîçíà÷åíèÿ. Âíà÷àëå ïåðåïèøåì óñëîâèå (1.6.6). Ðàññóæäàÿ êàê â ïåð-
âîì ïàðàãðàôå, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî óñëîâèå C > 0 ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

M = (1− α)K(τ2)−D∗K(0)D > 0, (1.6.7)

L = −HA− A∗H −K(0)−
(
H(B − AD)−K(0)D

)
×M−1

(
(B − AD)∗H −D∗K(0)

)
> 0.

Îïðåäåëèì åùå îäíó ýðìèòîâó ìàòðèöó

N =
(
H(B − AD)−K(0)D

)
M−2

(
(B − AD)∗H −D∗K(0)

)
.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Φ = max
t∈[−τ2,0]

∥φ(t)∥,

q̄1 = q1∥H∥∥H−1∥1+ω1/2(1 + ∥D∥)ω1.

Ïóñòü θ > 0 òàêîå, ÷òî[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥
,
mmin

2

}
,

ãäå lmin > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L
è M ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì

ε = min{c̃, k},

ãäå

c̃ =
lmin

∥H∥
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
(1 + 2∥N∥),

k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ2].

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà ÷èñåë θ è k ÷èñëî ε ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî.
Â äàëüíåéøåì ââåäåííûå ïàðàìåòðû θ, ε, q̄1 áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ

ïðè îïèñàíèè ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå

91



íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.6.3) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, è ïðè
óêàçàíèè ðàâíîìåðíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ.

Âíà÷àëå ìû ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ∥D∥ < 1.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1.6.1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.6.4)�(1.6.6) è

∥D∥ < e−ετ2/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1, ãäå

E1 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ2, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ2/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.6.3) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ2/2

)−1

e−εt/2 + Φ∥D∥t/τ2.

Òåîðåìà 1.6.2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.6.4)�(1.6.6) è

∥D∥ = e−ετ2/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E2, ãäå

E2 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ2, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
e−1+ετ1/2

ετ1/2

)
+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.6.3) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
t

τ1
+ 1

)
+ Φ

)
e−εt/2.
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Òåîðåìà 1.6.3.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.6.4)�(1.6.6) è

e−ετ2/2 < ∥D∥ < e−ε(τ2−τ1)/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E3, ãäå

E3 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ2, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (∥D∥eετ2/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.6.3) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

×
(
1− (∥D∥eετ2/2)−1

)−1

(∥D∥eε(τ2−τ1)/2)t/τ1 + Φ∥D∥t/τ2.

Èç ýòèõ òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1.6.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.6.4)�(1.6.6) è ∥D∥ < e−ε(τ2−τ1)/2.
Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.6.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Òåïåðü ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñïåêòð
ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò êðóãó {λ ∈ C : |λ| <

√
1− α}. Íåòðóäíî âè-

äåòü, ÷òî äàííîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì (1.6.5), (1.6.7).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.6.5), (1.6.7). Òîãäà â ñèëó

d
dsK(s) < 0 èìååì K(0) > K(τ2). Ñëåäîâàòåëüíî,

K(0)− 1

1− α
D∗K(0)D = K(0)−K(τ2) +

1

1− α
M > 0.

ÏîñêîëüêóK(0) = K∗(0) > 0, òî ïî òåîðåìå î ðàçðåøèìîñòè äèñêðåòíîãî
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà ñïåêòð ìàòðèöû D ëåæèò â êðóãå {λ ∈
C : |λ| <

√
1− α}.
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Ïóñòü òåïåðü ñïåêòð ìàòðèöû D ëåæèò â êðóãå {λ ∈ C : |λ| <√
1− α}. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H̃ = H̃∗ > 0 äèñ-

êðåòíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

H̃ − 1

1− α
D∗H̃D = I.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå K(s) ìàòðèöó

K(s) = µe−ksH̃, µ > 0, k > 0.

Òîãäà óñëîâèå (1.6.5) áóäåò âûïîëíåíî, à óñëîâèå (1.6.7) ïåðåïèøåòñÿ â
âèäå:

M = µ(1− α)

(
e−kτ2H̃ − 1

1− α
D∗H̃D

)
> 0.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì k > 0 ýòî óñëîâèå áóäåò òàêæå âûïîëíåíî.
Ïî àíàëîãèè ñ ïåðâûì ïàðàãðàôîì ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ρ =
√
1− α

(
1− 1

∥H̃∥

)1/2

.

Êàê è â ñëó÷àå, êîãäà ∥D∥ < e−ε(τ2−τ1)/2, ïðè ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ
âîçíèêàþò òðè ñëó÷àÿ:

ρ < e−ετ2/2, ρ = e−ετ2/2, e−ετ2/2 < ρ < e−ε(τ2−τ1)/2.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1.6.4.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.6.4)�(1.6.6) è

ρ < e−ετ2/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E4, ãäå

E4 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ2, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ρeετ2/2

)−1

+ ρΦ

)
< θ

}
,
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ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.6.3) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

×
(
1− ρeετ2/2

)−1

e−εt/2 + Φρt/τ2

)
.

Òåîðåìà 1.6.5.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.6.4)�(1.6.6) è

ρ = e−ετ2/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E5, ãäå

E5 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ2, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
e−1+ετ1/2

ετ1/2

)
+ ρΦ

)
< θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.6.3) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
t

τ1
+ 1

)
+ Φ

)
e−εt/2.

Òåîðåìà 1.6.6.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöûH èK(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.6.4)�(1.6.6) è

e−ετ2/2 < ρ < e−ε(τ2−τ1)/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E6, ãäå

E6 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ2, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V (0, φ))ω1/2 < ε,
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√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (ρeετ2/2)−1

)−1

+ ρΦ

)
< θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.6.3) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
∥H−1∥V (0, φ)(

1− 2q̄1
ε (V (0, φ))ω1/2

)1/ω1

×
(
1− (ρeετ2/2)−1

)−1

(ρeε(τ2−τ1)/2)t/τ1 + Φρt/τ2

)
.

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 1.6.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.6.4)�(1.6.6) è ρ < e−ε(τ2−τ1)/2.
Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.6.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.6.1�1.6.6 ïðîâîäÿòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.1.1�1.1.6.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ω1ω2 = 0 òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå ðå-
çóëüòàòû îá ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(1.6.1).
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Ãëàâà 2. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ

� 2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñëåäóþùåãî âèäà

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ)

+F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0. (2.1.1)

Çäåñü τ > 0 � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð çàïàçäûâàíèÿ, A(t), B(t) � ìàòðè-
öû ðàçìåðà n×n ñ âåùåñòâåííîçíà÷íûìè íåïðåðûâíûìè T -ïåðèîäè÷åñ-
êèìè ýëåìåíòàìè, ò. å.

A(t+ T ) ≡ A(t), B(t+ T ) ≡ B(t), T > τ,

D � âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, F (t, u, v) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ, êàê ðàíåå, ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

F (t, u, v) ∈ C([0,∞)× R2n),

∥F (t, u1, v)− F (t, u2, v)∥ ≤ L∥u1 − u2∥,
∥F (t, u, v)∥ ≤ q1∥u∥1+ω1 + q2∥v∥1+ω2, q1, q2 ≥ 0, ω1, ω2 ≥ 0. (2.1.2)

Îñíîâíàÿ öåëü � èçó÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâî-
ãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1.1) â ñëó÷àå, êîãäà D � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà, è
åå ñïåêòð ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}. Ìû áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è K(s) òàêèå, ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ âèäà (0.29)�(0.31), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ), t > 0. (2.1.3)

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìû íàõîäèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ,
ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1.1) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïî-
ëóîñè {t > 0} è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå óñòàíàâ-
ëèâàåì îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû, õàðàêòåðèçóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíîå
óáûâàíèå ïðè t → ∞.
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Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû èññëåäî-
âàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çà-
äà÷, êàê ïðàâèëî, âîçíèêàþò áîëüøèå òðóäíîñòè ïðè ïðîâåðêå óñëîâèé
óñòîé÷èâîñòè, à òàêæå ïðè îïèñàíèè îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ è ïðè ïî-
ëó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì,
÷òî àíàëîãè îöåíîê Êðåéíà äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè âïåð-
âûå áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [26], [27], [31]. Â ýòèõ ðàáîòàõ àâòîðû
èñïîëüçîâàëè íåêîòîðûå ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà�
Êðàñîâñêîãî. Â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðèî-
äè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè â [31] áûë ïðåäëîæåí ìîäèôèöèðîâàííûé
ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî ñëåäóþùåãî âèäà

V (t, y) = ⟨H(t)(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds. (2.1.4)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ôóíêöèîíàëà áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ðåøåíèé
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè âèäà (2.1.3), ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè íåðàâåíñòâà Êðåéíà.
Ïðèâåäåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [31].
Òåîðåìà (Ã.Â. Äåìèäåíêî, È.È. Ìàòâååâà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

H(t) = H∗(t) ∈ C1([0, T ]) è K(s) = K∗(s) ∈ C1([0, τ ]) (2.1.5)

òàêèå, ÷òî

H(0) = H(T ) > 0, K(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ], (2.1.6)

ïðè ýòîì

C(t) =

(
C11(t) C12(t)
C∗

12(t) C22(t)

)
> 0, t ∈ [0, T ], (2.1.7)
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ãäå 
C11(t) = − d

dtH(t)−H(t)A(t)− A∗(t)H(t)−K(0),

C12(t) = −H(t)B(t)− A∗(t)H(t)D,

C22(t) = K(τ)−D∗H(t)B(t)−B∗(t)H(t)D.

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (2.1.3) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Îòìåòèì, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (2.1.3) â òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ èç òåîðèè Ôëîêå.

Â ýòîé ãëàâå ïðè èçó÷åíèè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà (2.1.1) ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ)

+F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0),

(2.1.8)

ãäå φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì î ðàçðåøèìîñòè
"â öåëîì" è ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ðåøåíèé ìû òàêæå áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ìîäèôèöèðîâàííûé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî (2.1.4).
Èç äîêàçàííûõ òåîðåì áóäåò âûòåêàòü ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü
íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1.1).

Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ãëàâû.
Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè ωi, i =

1, 2 â (2.1.2) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåêîòîðûå

îáîçíà÷åíèÿ.
Âíà÷àëå ïî àíàëîãèè ñ ãëàâîé 1 ïåðåïèøåì óñëîâèå (2.1.7). Äëÿ ýòîãî

ïðåäñòàâèì ìàòðèöó C(t) â âèäå

C(t) =

(
I 0
D∗ I

)
C(t)

(
I D
0 I

)
,
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ãäå

C(t) =

(
C11(t) C12(t)
C∗

12(t) C22

)
, (2.1.9)

C11(t) = − d
dtH(t)−H(t)A(t)− A∗(t)H(t)−K(0),

C12(t) = −H(t)(B(t)− A(t)D) +K(0)D,

C22 = K(τ)−D∗K(0)D.

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (2.1.7) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó C(t) > 0. Îòñþ-
äà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò

C22 = K(τ)−D∗K(0)D > 0.

Òîãäà ìàòðèöó C(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

C(t) =

(
I C12(t)C

−1
22

0 I

)(
C11(t)− C12(t)C

−1
22 C

∗
12(t) 0

0 C22

)(
I 0

C−1
22 C

∗
12(t) I

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (2.1.7) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

M = C22 > 0, L(t) = C11(t)− C12(t)C
−1
22 C

∗
12(t) > 0

èëè
M = K(τ)−D∗K(0)D > 0, (2.1.10)

L(t) = − d

dt
H(t)−H(t)A(t)− A∗(t)H(t)−K(0)

−
(
H(t)(B(t)− A(t)D)−K(0)D

)
M−1

×
(
(B(t)− A(t)D)∗H(t)−D∗K(0)

)
> 0, t ∈ [0, T ]. (2.1.11)

Îïðåäåëèì åùå îäíó ýðìèòîâó ìàòðèöó

N(t) =
(
H(t)(B(t)− A(t)D)−K(0)D

)
M−2

×
(
(B(t)− A(t)D)∗H(t)−D∗K(0)

)
. (2.1.12)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Φ = max
t∈[−τ,0]

∥φ(t)∥,
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q̄1 = q1(1 + ∥D∥)ω1 max
t∈[0,T ]

{
∥H(t)∥∥H−1(t)∥1+ω1/2

}
, (2.1.13)

hmin = min
t∈[0,T ]

∥H−1(t)∥−1.

Ïóñòü θ > 0 òàêîå, ÷òî[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H(t)∥

< min

{
lmin(t)

1 + 2∥N(t)∥
,
mmin

2

}
, (2.1.14)

ãäå lmin(t) > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö
L(t) è M ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì

ε(t) = min{c̃(t), k}, (2.1.15)

ãäå

c̃(t) =
lmin(t)

∥H(t)∥
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
(1 + 2∥N(t)∥), (2.1.16)

k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ]. (2.1.17)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà ÷èñåë θ è k ôóíêöèÿ ε(t) ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíà. Îáîçíà÷èì

r−ω1/2 = q̄1ω1

[
1− exp

(
−ω1

2

T

∫
0
ε(ξ)dξ

)]−1

×
T∫

0

exp

(
−ω1

2

η

∫
0
ε(ξ)dξ

)
dη, (2.1.18)

εmax = max
t∈[0,T ]

ε(t), εmin = min
t∈[0,T ]

ε(t).

Â äàëüíåéøåì ââåäåííûå âåëè÷èíû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïèñà-
íèè ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà÷àëüíîé
çàäà÷è (2.1.8) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, è ïðè óêàçàíèè ðàâ-
íîìåðíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ.
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Âíà÷àëå ìû ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ∥D∥ < 1.
Êàê è â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ ìàòðèö A(t) ≡ A, B(t) ≡ B ðåçóëüòàòû
ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ìàòðèöû D.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 2.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7) è

∥D∥ < e−εmaxτ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1, ãäå

E1 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V (0, φ) < r,

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ Φ∥D∥t/τ . (2.1.19)

Òåîðåìà 2.1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7), è ñóùåñòâóåò òî÷-
êà t∗ ∈ [0, T ] òàêàÿ, ÷òî

∥D∥ = e−ε(t∗)τ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E2, ãäå

E2 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V (0, φ) < r,
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√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
e−1+γminτ/2

γminτ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ

}
,

γ(t) = min

{
ε(t),

2

τ
ln

1

∥D∥

}
, γmin = min

t∈[0,T ]
γ(t), (2.1.20)

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
t

τ
+ 1

)
exp

(
−1

2

t

∫
0
γ(ξ)dξ

)
+ Φ∥D∥t/τ . (2.1.21)

Òåîðåìà 2.1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7) è

e−εminτ/2 < ∥D∥ < 1.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E3, ãäå

E3 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V (0, φ) < r,

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− (∥D∥eεminτ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤


√

h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− (∥D∥eεminτ/2)−1

)−1

+ Φ

 ∥D∥t/τ .

(2.1.22)
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Èç ýòèõ òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 2.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t)

è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7) è ∥D∥ < 1. Òîãäà
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.1.1�2.1.3 ïðèâåäåíû âî âòîðîì ïàðàãðàôå.
Ïðèâåäåì òåïåðü ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

∥D∥ ≥ 1, è ñïåêòð ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈
C : |λ| < 1}. Äëÿ ýòîãî, êàê â ãëàâå 1, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå
H̃ = H̃∗ > 0 äèñêðåòíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (1.1.21). Ïî
àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðè ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ âîçíèêàþò òðè
ñëó÷àÿ:

ρ < e−εmaxτ/2, ∃ t∗ ∈ [0, T ] : ρ = e−ε(t∗)τ/2, e−εminτ/2 < ρ < 1,

ãäå ρ îïðåäåëåíî â (1.1.22):

ρ =

√
1− 1

∥H̃∥
.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 2.1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7) è

ρ < e−εmaxτ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E4, ãäå

E4 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V (0, φ) < r,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− ρeεmaxτ/2

)−1

+ ρΦ

)
< θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1
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×
(
1− ρeεmaxτ/2

)−1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ Φρt/τ

)
. (2.1.23)

Òåîðåìà 2.1.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7), è ñóùåñòâóåò òî÷-
êà t∗ ∈ [0, T ] òàêàÿ, ÷òî

ρ = e−ε(t∗)τ/2.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E5, ãäå

E5 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V (0, φ) < r,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
e−1+γ̃minτ/2

γ̃minτ/2

)
+ ρΦ

)
< θ

}
,

γ̃(t) = min

{
ε(t),

2

τ
ln

1

ρ

}
, γ̃min = min

t∈[0,T ]
γ̃(t), (2.1.24)

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
t

τ
+ 1

)
exp

(
−1

2

t

∫
0
γ̃(ξ)dξ

)
+ Φρt/τ

)
. (2.1.25)

Òåîðåìà 2.1.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7) è

e−εminτ/2 < ρ < 1.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E6, ãäå

E6 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V (0, φ) < r,

105



√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− (ρeεminτ/2)−1

)−1

+ρΦ

)
< θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
1− (ρeεminτ/2)−1

)−1

+ Φ

)
ρt/τ . (2.1.26)

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 2.1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t)

è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Òîãäà íóëåâîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû (2.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà äàííûõ óòâåðæäåíèé ïðèâåäåíû â òðåòüåì ïàðàãðà-
ôå.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1.1) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ìàòðèö H(t) è K(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.1.5)�(2.1.7). Â ïÿòîì ïà-
ðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü äàííûå
ìàòðèöû.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ áû îäèí
èç ïîêàçàòåëåé íåëèíåéíîñòè â (2.1.2) ðàâåí íóëþ, ò. å. ω1ω2 = 0. Ïðè
ýòîì, åñëè ω1 = 0 (èëè ω2 = 0), òî íà êîýôôèöèåíò q1 èç (2.1.2) (ñîîò-
âåòñòâåííî q2) âîçíèêàþò óñëîâèÿ âèäà q1 ≤ q∗ (èëè q2 ≤ q∗). Âî âñåõ
ñëó÷àÿõ äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íà âñåé ïîëóîñè {t > 0} è
ïîëó÷åíû îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1.1).
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� 2.2. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.1.1�2.1.3

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1.

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé (2.1.5)�(2.1.7) ñëåäóåò ïîëîæèòåëü-
íàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû H(t) íà âñåì îòðåçêå [0, T ]. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïîñêîëüêó ìàòðèöà C(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, òî, â
÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî C11(t) > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

d

dt
H(t) +H(t)A(t) + A∗(t)H(t) = −K(0)−C11(t) < 0.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ H(0) = H(T ) > 0, H(t) = H∗(t) è
èñïîëüçóÿ òåîðåìó [23] î ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (ñì. êðàåâóþ çàäà÷ó (0.22) âî ââåäåíèè),
ïîëó÷èì, ÷òî H(t) = H∗(t) > 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïðîäîëæèì ýòó ìàò-
ðèöó T -ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì íà âñþ ïîëóîñü {t > 0}, ñîõðàíÿÿ òî æå
îáîçíà÷åíèå.

Ïóñòü òåïåðü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíîé
âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ E1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (2.1.4):

V (t, y) = ⟨H(t)(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîò ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî âäîëü ðåøåíèÿ y(t), ïîëó÷èì

d

dt
V (t, y) ≡

⟨
d

dt
H(t)(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))

⟩

+

⟨
H(t)

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))

⟩
+

⟨
H(t)(y(t) +Dy(t− τ)),

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ))

⟩
+⟨K(0)y(t), y(t)⟩ − ⟨K(τ)y(t− τ), y(t− τ)⟩
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+

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds.

Ïîñêîëüêó y(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.1), òî ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ïå-
ðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

d

dt
V (t, y) ≡

⟨
d

dt
H(t)(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))

⟩
⟨
H(t)

[
A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + F (t, y(t), y(t− τ))

]
, (y(t) +Dy(t− τ))

⟩
+
⟨
H(t)(y(t) +Dy(t− τ)),

[
A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + F (t, y(t), y(t− τ))

]⟩
+⟨K(0)y(t), y(t)⟩ − ⟨K(τ)y(t− τ), y(t− τ)⟩

+

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds.

Ïðåîáðàçóåì äàííîå òîæäåñòâî. Èìååì:

d

dt
V (t, y) ≡

⟨(
d

dt
H(t) +H(t)A(t) + A∗(t)H(t) +K(0)

)
y(t), y(t)

⟩
+
⟨
(B∗(t)H(t) +D∗H(t)A(t))y(t), y(t− τ)

⟩
+
⟨
(H(t)B(t) + A∗(t)H(t)D)y(t− τ), y(t)

⟩
+
⟨
(D∗H(t)B(t) +B∗(t)H(t)D −K(τ))y(t− τ), y(t− τ)

⟩
+

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds

+2 ⟨H(t)(y(t) +Dy(t− τ)), F (t, y(t), y(t− τ))⟩

≡
⟨
C(t)

(
y(t)

y(t− τ)

)
,

(
y(t)

y(t− τ)

)⟩

+

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds

+2 ⟨H(t)(y(t) +Dy(t− τ)), F (t, y(t), y(t− τ))⟩ ,
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ãäå ìàòðèöà C(t) îïðåäåëåíà â (2.1.7). Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíåå
ïåðåïèñàòü ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå. Ïîñêîëüêó(

y(t)
y(t− τ)

)
=

(
I −D

0 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

òî ⟨
C(t)

(
y(t)

y(t− τ)

)
,

(
y(t)

y(t− τ)

)⟩
=

⟨
C(t)

(
I −D
0 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
I −D
0 I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩
=

⟨
C(t)

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩
,

ãäå ìàòðèöà C(t) îïðåäåëåíà â (2.1.9). Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü

d

dt
V (t, y) +

⟨
C(t)

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩

−
t∫

t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds

≡ 2 ⟨H(t)(y(t) +Dy(t− τ)), F (t, y(t), y(t− τ))⟩ . (2.2.1)

Âíà÷àëå ïðèâåäåì îöåíêó íà ìàòðèöó C(t). Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ
(2.1.9)�(2.1.11), èìååì

C(t) =

(
I C12(t)C

−1
22

0 I

)(
L(t) 0
0 M

)(
I 0

C−1
22 C

∗
12(t) I

)
.

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, óñëîâèå (2.1.7) ðàâíîñèëüíî äâóì óñëîâèÿì (2.1.10),
(2.1.11). Â ñèëó óñëîâèé (2.1.10), (2.1.11) ìàòðèöû L(t) è M ýðìèòîâû è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå. Çíà÷èò ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ lmin(t) è mmin äàííûõ ìàòðèö ïîëîæèòåëüíû. Îòñþäà ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

C(t) ≥
(
I C12(t)C

−1
22

0 I

)(
lmin(t)I 0

0 mminI

)(
I 0

C−1
22 C

∗
12(t) I

)
. (2.2.2)
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Òåïåðü â òîæäåñòâå (2.2.1) îöåíèì èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå. Èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî (2.1.17), ïîëó÷èì

t∫
t−τ

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
ds ≤ −k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds. (2.2.3)

Íàêîíåö, îöåíèì âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (2.2.1).
Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â òåîðåìå 1.1.1, íåòðóäíî ïî-
ëó÷èòü àíàëîã íåðàâåíñòâà (1.2.4):

2 ⟨H(t)(u+Dv), F (t, u, v)⟩ ≤ 2q1∥H(t)∥(1 + ∥D∥)ω1∥u+Dv∥2+ω1

+
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1∥v∥ω1 + q2∥v∥ω2

]
∥H(t)∥

[
∥u+Dv∥2 + ∥v∥2

]
. (2.2.4)

Ïîëîæèì â äàííîì íåðàâåíñòâå u = y(t), v = y(t − τ) è îöåíèì ïåðâîå
ñëàãàåìîå. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ôóíêöèîíàëà V (t, y)
èìååì îöåíêó

∥y(t) +Dy(t− τ)∥2 ≤ ∥H−1(t)∥V (t, y).

Çíà÷èò, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (2.1.13), ïîëó÷èì

2q1∥H(t)∥(1 + ∥D∥)ω1∥y(t) +Dy(t− τ)∥2+ω1

≤ 2q1(1 + ∥D∥)ω1∥H(t)∥∥H−1(t)∥1+ω1/2V 1+ω1/2(t, y)

≤ 2q1(1 + ∥D∥)ω1 max
t∈[0,T ]

{
∥H(t)∥∥H−1(t)∥1+ω1/2

}
V 1+ω1/2(t, y)

= 2q̄1V
1+ω1/2(t, y). (2.2.5)

Òåïåðü îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (2.2.4). Ïîñêîëüêó

∥u+Dv∥2 + ∥v∥2 =
⟨(

I 0
0 I

)(
u+Dv

v

)
,

(
u+Dv

v

)⟩
è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî(
I 0
0 I

)
≤
(
I C12(t)C

−1
22

0 I

)(
I + 2C12(t)C

−2
22 C

∗
12(t) 0

0 2I

)(
I 0

C−1
22 C

∗
12(t) I

)
,

òî

∥u+Dv∥2 + ∥v∥2 ≤
⟨(

I C12(t)C
−1
22

0 I

)(
I + 2C12(t)C

−2
22 C

∗
12(t) 0

0 2I

)
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×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12(t) I

)(
u+Dv

v

)
,

(
u+Dv

v

)⟩
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îáîçíà÷åíèå (2.1.12) ìàòðèöûN(t), îòñþäà íåòðóä-
íî ïîëó÷èòü îöåíêó

∥u+Dv∥2 + ∥v∥2 ≤
⟨(

I C12(t)C
−1
22

0 I

)(
(1 + 2∥N(t)∥)I 0

0 2I

)

×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12(t) I

)(
u+Dv

v

)
,

(
u+Dv

v

)⟩
. (2.2.6)

Ïîëàãàÿ â íåðàâåíñòâå (2.2.4) u = y(t), v = y(t − τ) è èñïîëüçóÿ (2.2.5),
(2.2.6), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

2 ⟨H(t)(y(t) +Dy(t− τ)), F (t, y(t), y(t− τ))⟩ ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y)

+
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1∥y(t− τ)∥ω1 + q2∥y(t− τ)∥ω2

]
∥H(t)∥

×
⟨(

I C12(t)C
−1
22

0 I

)(
(1 + 2∥N(t)∥)I 0

0 2I

)
×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12(t) I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩
. (2.2.7)

Èòàê, â ñèëó ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ (2.2.2), (2.2.3) è (2.2.7) èç òîæ-
äåñòâà (2.2.1) èìååì îöåíêó

d

dt
V (t, y) +

⟨(
I C12(t)C

−1
22

0 I

)(
lmin(t)I 0

0 mminI

)

×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12(t) I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y)

+
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1∥y(t− τ)∥ω1 + q2∥y(t− τ)∥ω2

]
∥H(t)∥

×
⟨(

I C12(t)C
−1
22

0 I

)(
(1 + 2∥N(t)∥)I 0

0 2I

)
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×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12(t) I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)⟩
.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííóþ îöåíêó. Ïîñêîëüêó(
I 0

C−1
22 C

∗
12(t) I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

y(t− τ)

)

=

(
y(t) +Dy(t− τ)

C−1
22 C

∗
12(t)(y(t) +Dy(t− τ)) + y(t− τ)

)
,

òî, îáîçíà÷àÿ

z(t) = C−1
22 C

∗
12(t)(y(t) +Dy(t− τ)) + y(t− τ), (2.2.8)

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

d

dt
V (t, y)+

⟨(
lmin(t)I 0

0 mminI

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1∥y(t− τ)∥ω1 + q2∥y(t− τ)∥ω2

]
∥H(t)∥

×
⟨(

(1 + 2∥N(t)∥)I 0
0 2I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y). (2.2.9)

Ñëåäóþùàÿ íàøà öåëü � äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíîé çàäà÷è
(2.1.8) íà âñåé ïîëóîñè {t > 0} ïðè φ(t) ∈ E1. Áîëåå òîãî, ìû äîêàæåì,
÷òî íà ëþáîì ïðîìåæóòêå [(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥mΦ. (2.2.10)
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Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E1, òî Φ < θ. Èñïîëüçóÿ (2.2.9),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

d

dt
V (t, y)+

⟨(
lmin(t)I 0

0 mminI

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H(t)∥

×
⟨(

(1 + 2∥N(t)∥)I 0
0 2I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y). (2.2.11)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (2.1.14) íà âåëè÷èíó θ è îáîçíà÷åíèå (2.1.16) âåëè÷è-
íû c̃(t), ïîëó÷èì(

lmin(t)I 0
0 mminI

)
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H(t)∥

×
(
(1 + 2∥N(t)∥)I 0

0 2I

)
≥
(
c̃(t)∥H(t)∥I 0

0 0

)
≥ c̃(t)

(
H(t) 0
0 0

)
,

îòêóäà

d

dt
V (t, y) + c̃(t) ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (2.1.15) âåëè÷èíû ε(t) îòñþäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

d

dt
V (t, y) + ε(t)V (t, y) ≤ 2q̄1V

1+ω1/2(t, y). (2.2.12)

Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E1, òî V (0, φ) < r, r îïðåäåëåíî â (2.1.18). Òîãäà,
èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1−

(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)2/ω1

exp

(
−

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
,
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îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî

∥y(t) +Dy(t− τ)∥ ≤
√

∥H−1(t)∥V (t, y)

≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
. (2.2.13)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤ ∥y(t) +Dy(t− τ)∥+ ∥D∥∥y(t− τ)∥

≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥Φ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(2.2.10) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (2.2.10), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî

∥y(t′)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

+∥D∥m−1Φ, t′ ∈ [(m− 2)τ, (m− 1)τ). (2.2.14)

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ∥D∥ < e−εmaxτ/2, òî

m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

=

(
m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
1

2

t′

∫
t′−jτ

ε(ξ)dξ

))
exp

(
−1

2

t′

∫
0
ε(ξ)dξ

)
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≤
m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
1

2

t′

∫
t′−jτ

εmaxdξ

)
=

m−2∑
j=0

(
∥D∥eεmaxτ/2

)j
≤

∞∑
j=0

(
∥D∥eεmaxτ/2

)j
=
(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ∥D∥m−1 ≤ ∥D∥, èç (2.2.14) ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

+ ∥D∥Φ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E1, èìååì îöåíêó

∥y(t′)∥ ≤ θ, t′ ∈ [(m− 2)τ, (m− 1)τ). (2.2.15)

Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (2.2.15) èç íåðà-
âåíñòâà (2.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (2.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(2.2.13). Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî (2.2.14) ïðè t′ = t− τ ,
ïîëó÷èì îöåíêó

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)

+∥D∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
m−2∑
j=0

∥D∥j exp

(
−1

2

t−(j+1)τ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥m−1Φ

)
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=

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥mΦ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E1 ðå-
øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.2.10).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (2.1.19). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

=

(
m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
1

2

t

∫
t−jτ

ε(ξ)dξ

))
exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)

≤

(
m−1∑
j=0

(
∥D∥eεmaxτ/2

)j)
exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)

≤
(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
è îöåíêó

∥D∥m ≤ ∥D∥t/τ ,
èç (2.2.10) ïîëó÷èì

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ Φ∥D∥t/τ ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà 2.1.1 äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.2.
Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðîâåäåì ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëü-

ñòâîì òåîðåìû 2.1.1. Ïðîâîäÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â òåîðåìå 2.1.1,
èç óñëîâèé (2.1.5)�(2.1.7) èìååìH(t) = H∗(t) > 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïðî-
äîëæèì ìàòðèöóH(t) T -ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì íà âñþ ïîëóîñü {t > 0},
ñîõðàíÿÿ òî æå îáîçíà÷åíèå.

Ïóñòü òåïåðü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíîé
âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ E2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (2.1.4). Äàííûé
ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî
âäîëü ðåøåíèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 2.1.1, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî (2.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ïðè φ(t) ∈ E2 áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ïðè ýòîì íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà (2.2.10).

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E2, òî Φ < θ. Èñïîëüçóÿ (2.2.9),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (2.2.11). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.1, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó (2.2.12).
Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E2, òî V (0, φ) < r, r îïðåäåëåíî â (2.1.18). Òîãäà, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1−

(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)2/ω1

exp

(
−

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî (2.2.13). Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥Φ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(2.2.10) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (2.2.10), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
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(m− 1)τ) âûïîëíåíî (2.2.14). Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (2.1.20) âåëè÷èí
γ(t) è γmin, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

=
m−2∑
j=0

exp

(
−1

τ

t′

∫
t′−jτ

ln
1

∥D∥
dξ

)
exp

(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

≤
m−2∑
j=0

exp

(
−1

2

t′

∫
0
γ(ξ)dξ

)
≤

m−2∑
j=0

e−γmint
′/2 = (m− 1)e−γmint

′/2

≤
(
t′

τ
+ 1

)
e−γmint

′/2 ≤ max
ξ≥0

{(
ξ

τ
+ 1

)
e−γminξ/2

}
≤
(
e−1+γminτ/2

γminτ/2

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ∥D∥m−1 ≤ ∥D∥, èç (2.2.14) ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
e−1+γminτ/2

γminτ/2

)
+ ∥D∥Φ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
e−1+γminτ/2

γminτ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E2, èìååì îöåíêó (2.2.15).
Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (2.2.15) èç íåðà-

âåíñòâà (2.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (2.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(2.2.13). Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî (2.2.14) ïðè t′ = t− τ ,
ïîëó÷èì îöåíêó

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
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+∥D∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
m−2∑
j=0

∥D∥j exp

(
−1

2

t−(j+1)τ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥m−1Φ

)

=

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥mΦ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E2 ðå-
øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.2.10).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (2.1.21). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

=
m−1∑
j=0

exp

(
−1

τ

t

∫
t−jτ

ln
1

∥D∥
dξ

)
exp

(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

≤
m−1∑
j=0

exp

(
−1

2

t

∫
0
γ(ξ)dξ

)
= m exp

(
−1

2

t

∫
0
γ(ξ)dξ

)

≤
(
t

τ
+ 1

)
exp

(
−1

2

t

∫
0
γ(ξ)dξ

)
è îöåíêó

∥D∥m ≤ ∥D∥t/τ ,
èç (2.2.10) ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó.

Òåîðåìà 2.1.2 äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.3.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1. Ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà îòëè÷èòåëüíûõ
ìîìåíòàõ. Â òåîðåìå 2.1.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èç óñëîâèé (2.1.5)�(2.1.7)
ñëåäóåò, ÷òî H(t) = H∗(t) > 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïðîäîëæèì ìàòðèöó
H(t) T -ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì íà âñþ ïîëóîñü {t > 0}, ñîõðàíÿÿ òî æå
îáîçíà÷åíèå.

Ïóñòü òåïåðü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíîé
âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ E3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (2.1.4). Äàííûé
ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî
âäîëü ðåøåíèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 2.1.1, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî (2.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ïðè φ(t) ∈ E3 áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ïðè ýòîì íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà (2.2.10).

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E3, òî Φ < θ. Èñïîëüçóÿ (2.2.9),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (2.2.11). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.1, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó (2.2.12).
Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E3, òî V (0, φ) < r, ãäå r îïðåäåëåíî â (2.1.18). Òîãäà,
èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1−

(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)2/ω1

exp

(
−

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî (2.2.13). Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥Φ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(2.2.10) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (2.2.10), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
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(m− 1)τ) âûïîëíåíî (2.2.14). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû e−εminτ/2 <
∥D∥ < 1, òî

m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
≤

m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t′−jτ

∫
0

εmindξ

)

=

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eεminτ/2)j

)
e−εmint

′/2 =

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eεminτ/2)m−2−j

)
e−εmint

′/2

≤

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eεminτ/2)t
′/τ−j

)
e−εmint

′/2 =

(
m−2∑
j=0

(∥D∥eεminτ/2)−j

)
∥D∥t′/τ

≤
∞∑
j=0

(∥D∥eεminτ/2)−j =
(
1− (∥D∥eεminτ/2)−1

)−1

.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ∥D∥m−1 ≤ ∥D∥, èç (2.2.14) ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− (∥D∥eεminτ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− (∥D∥eεminτ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E3, èìååì îöåíêó (2.2.15).
Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (2.2.15) èç íåðà-

âåíñòâà (2.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (2.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(2.2.13). Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî (2.2.14) ïðè t′ = t− τ ,
ïîëó÷èì îöåíêó

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
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+∥D∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
m−2∑
j=0

∥D∥j exp

(
−1

2

t−(j+1)τ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥m−1Φ

)

=

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥mΦ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E3 ðå-
øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.2.10).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (2.1.22). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
≤

m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

εmindξ

)

=

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eεminτ/2)j

)
e−εmint/2 =

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eεminτ/2)m−1−j

)
e−εmint/2

≤

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eεminτ/2)t/τ−j

)
e−εmint/2 =

(
m−1∑
j=0

(∥D∥eεminτ/2)−j

)
∥D∥t/τ

≤

( ∞∑
j=0

(∥D∥eεminτ/2)−j

)
∥D∥t/τ =

(
1− (∥D∥eεminτ/2)−1

)−1

∥D∥t/τ

è îöåíêó
∥D∥m ≤ ∥D∥t/τ ,

èç (2.2.10) ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó.
Òåîðåìà 2.1.3 äîêàçàíà.
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� 2.3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.1.4�2.1.6

Öåëü íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà � äîêàçàòü òåîðåìû 2.1.4�2.1.6. Äëÿ ýòî-
ãî, êàê â ãëàâå 1, íàì ïîíàäîáèòñÿ àíàëîã íåðàâåíñòâà Ì.Ã. Êðåéíà
(1.3.1).

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.1.4�2.1.6 ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëî-
ãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåì 2.1.1�2.1.3.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.4.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîâòîðÿåò ñõåìó ðàññóæäåíèé òåîðåìû 2.1.1.

Ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà îòëè÷èòåëüíûõ ìîìåíòàõ. Â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 2.1.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èç óñëîâèé (2.1.5)�(2.1.7) ñëå-
äóåò H(t) = H∗(t) > 0 ïðè t ∈ [0, T ]. Ïðîäîëæèì ìàòðèöó H(t) T -
ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì íà âñþ ïîëóîñü {t > 0}, ñîõðàíÿÿ òî æå îáîçíà-
÷åíèå.

Ïóñòü òåïåðü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíîé
âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ E4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (2.1.4). Äàííûé
ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî
âäîëü ðåøåíèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 2.1.1, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî (2.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ïðè φ(t) ∈ E4 áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ïðè ýòîì íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
m−1∑
j=0

ρj exp

(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
+ ρmΦ

)
. (2.3.1)

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E4, òî Φ < θ. Èñïîëüçóÿ (2.2.9),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (2.2.11). Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (2.1.14) íà
âåëè÷èíó θ è îáîçíà÷åíèå (2.1.16) âåëè÷èíû c̃(t), ïîëó÷èì(

lmin(t)I 0
0 mminI

)
−
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H(t)∥

×
(
(1 + 2∥N(t)∥)I 0

0 2I

)
≥
(
c̃(t)∥H(t)∥I 0

0 0

)
≥ c̃(t)

(
H(t) 0
0 0

)
,
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îòêóäà

d

dt
V (t, y) + c̃(t) ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 2q̄1V
1+ω1/2(t, y).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (2.1.15) âåëè÷èíû ε(t) îòñþäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
(2.2.12). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E4, òî V (0, φ) < r, ãäå r îïðåäåëåíî â (2.1.18).
Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì
îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1−

(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)2/ω1

exp

(
−

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî (2.2.13). Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥Φ.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ îöåíêó (1.3.1) ïðè j = 1 è ó÷èòûâàÿ,
÷òî ∥H̃∥∥H̃−1∥ ≥ 1, ïîëó÷èì

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

× exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ ρΦ

)
. (2.3.2)

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(2.3.1) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
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[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (2.3.1), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî

∥y(t′)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
m−2∑
j=0

ρj exp

(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
+ ρm−1Φ

)
. (2.3.3)

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ρ < e−εmaxτ/2, òî, èñïîëüçóÿ îöåíêó (2.3.3)
è ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1.1,
à òàêæå ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà E4, èìååì îöåíêó (2.2.15).

Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (2.2.15) èç íåðà-
âåíñòâà (2.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (2.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(2.2.13). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïîëó÷èì íåðàâåí-
ñòâî

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
m−1∑
j=0

ρj exp

(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
+ ρmΦ

)
. (2.3.4)

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E4 ðå-
øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.3.1).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (2.1.23). Äåéñòâèòåëüíî, ïî-
âòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1.1 è èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.3.1), ïîëó÷èì

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
1− ρeεmaxτ/2

)−1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ ρt/τΦ

)
,
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà 2.1.4 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.5.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîâòîðÿåò ñõåìó ðàññóæäåíèé òåîðåìû 2.1.1.

Ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà îòëè÷èòåëüíûõ ìîìåíòàõ. Â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 2.1.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èç óñëîâèé (2.1.5)�(2.1.7) ñëå-
äóåò H(t) = H∗(t) > 0 ïðè t ∈ [0, T ]. Ïðîäîëæèì ìàòðèöó H(t) T -
ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì íà âñþ ïîëóîñü {t > 0}, ñîõðàíÿÿ òî æå îáîçíà-
÷åíèå.

Ïóñòü òåïåðü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíîé
âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ E5. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (2.1.4). Äàííûé
ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî
âäîëü ðåøåíèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 2.1.1, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî (2.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ïðè φ(t) ∈ E5 áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ïðè ýòîì íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà (2.3.1).

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E5, òî Φ < θ. Îòñþäà è èç (2.2.9)
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (2.2.11). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.4, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó (2.2.12).
Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E5, òî V (0, φ) < r, ãäå r îïðåäåëåíî â (2.1.18). Òîãäà,
èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1−

(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)2/ω1

exp

(
−

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî (2.2.13). Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, êàê ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.4, ïîëó÷èì îöåíêó (2.3.2). Îòñþäà, î÷åâèäíî,
âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îò-
ðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî (2.3.1) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (2.3.1), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî (2.3.3). Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (2.1.24) âåëè÷èí
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γ̃(t) è γ̃min, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

m−2∑
j=0

ρj exp

(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

=
m−2∑
j=0

exp

(
−1

τ

t′

∫
t′−jτ

ln
1

ρ
dξ

)
exp

(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

≤
m−2∑
j=0

exp

(
−1

2

t′

∫
0
γ̃(ξ)dξ

)
≤

m−2∑
j=0

e−γ̃mint
′/2 = (m− 1)e−γ̃mint

′/2

≤
(
t′

τ
+ 1

)
e−γ̃mint

′/2 ≤ max
ξ≥0

{(
ξ

τ
+ 1

)
e−γ̃minξ/2

}
≤
(
e−1+γ̃minτ/2

γ̃minτ/2

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ρm−1 ≤ ρ, èç (2.3.3) ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
e−1+γ̃minτ/2

γ̃minτ/2

)
+ ρΦ

)
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
e−1+γ̃minτ/2

γ̃minτ/2

)
+ ρΦ

)
< θ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E5, èìååì îöåíêó (2.2.15).
Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (2.2.15) èç íåðà-

âåíñòâà (2.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (2.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(2.2.13). Ïîýòîìó, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.4, ïîëó÷èì, ÷òî
ïðè φ(t) ∈ E5 ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì
îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(2.3.1).
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Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (2.1.25). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

m−1∑
j=0

ρj exp

(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

=
m−1∑
j=0

exp

(
−1

τ

t

∫
t−jτ

ln
1

ρ
dξ

)
exp

(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)

≤
m−1∑
j=0

exp

(
−1

2

t

∫
0
γ̃(ξ)dξ

)
= m exp

(
−1

2

t

∫
0
γ̃(ξ)dξ

)

≤
(
t

τ
+ 1

)
exp

(
−1

2

t

∫
0
γ̃(ξ)dξ

)
è îöåíêó

ρm ≤ ρt/τ ,

èç (2.3.1) ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó.
Òåîðåìà 2.1.5 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.6.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîâòîðÿåò ñõåìó ðàññóæäåíèé òåîðåìû 2.1.1.

Ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà îòëè÷èòåëüíûõ ìîìåíòàõ. Â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 2.1.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èç óñëîâèé (2.1.5)�(2.1.7) ñëå-
äóåò H(t) = H∗(t) > 0 ïðè t ∈ [0, T ]. Ïðîäîëæèì ìàòðèöó H(t) T -
ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì íà âñþ ïîëóîñü {t > 0}, ñîõðàíÿÿ òî æå îáîçíà-
÷åíèå.

Ïóñòü òåïåðü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíîé
âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ E6. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (2.1.4). Äàííûé
ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî
âäîëü ðåøåíèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 2.1.1, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî (2.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ïðè φ(t) ∈ E6 áóäåò
îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, ïðè ýòîì íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà (2.3.1).

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E6, òî Φ < θ. Îòñþäà è èç (2.2.9)
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (2.2.11). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.4, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó (2.2.12).
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Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ E6, òî V (0, φ) < r, ãäå r îïðåäåëåíî â (2.1.18). Òîãäà,
èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [88]), ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ)(
1−

(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)2/ω1

exp

(
−

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî (2.2.13). Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ ∥D∥Φ.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ îöåíêó (1.3.1) ïðè j = 1 è ó÷èòûâàÿ,
÷òî ∥H̃∥∥H̃−1∥ ≥ 1, ïîëó÷èì

∥y(t)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

× exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+ ρΦ

)
.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(2.3.1) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (2.3.1), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî (2.3.3). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû e−εminτ/2 <
ρ < 1, òî

m−2∑
j=0

ρj exp

(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε(ξ)dξ

)
≤

m−2∑
j=0

ρj exp

(
−1

2

t′−jτ

∫
0

εmindξ

)

=

(
m−2∑
j=0

(ρeεminτ/2)j

)
e−εmint

′/2 =

(
m−2∑
j=0

(ρeεminτ/2)m−2−j

)
e−εmint

′/2
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≤

(
m−2∑
j=0

(ρeεminτ/2)t
′/τ−j

)
e−εmint

′/2 =

(
m−2∑
j=0

(ρeεminτ/2)−j

)
ρt

′/τ

≤
∞∑
j=0

(ρeεminτ/2)−j =
(
1− (ρeεminτ/2)−1

)−1

.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ρm−1 ≤ ρ, èç (2.3.3) ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤
√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
1− (ρeεminτ/2)−1

)−1

+ ρΦ

)
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

( √
h−1
minV (0, φ)(

1−
(
r−1V (0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×
(
1− (ρeεminτ/2)−1

)−1

+ ρΦ

)
< θ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E6, èìååì îöåíêó (2.2.15).
Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m − 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (2.2.15) èç

íåðàâåíñòâà (2.2.9) ïîëó÷èì îöåíêó (2.2.11). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåí-
ñòâî (2.2.13). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïîëó÷èì îöåí-
êó (2.3.4). Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ E6 ðåøåíèå
íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ ëþáîãî
m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.3.1).

Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1.3,
èç (2.3.1) ïîëó÷èì îöåíêó (2.1.26).

Òåîðåìà 2.1.6 äîêàçàíà.
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� 2.4. Ñëó÷àé ω1ω2 = 0

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â îöåíêå (2.1.2) íà
âåêòîð-ôóíêöèþ F (t, u, v)

ω1ω2 = 0.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé

ω1 > 0, ω2 = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé-
÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1.3). Ïóñòü òàêæå âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

q2∥H(t)∥ < min

{
lmin(t)

1 + 2∥N(t)∥
,
mmin

2

}
, (2.4.1)

ãäå lmin(t) > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö
L(t), M èç (2.1.11) è (2.1.10) ñîîòâåòñòâåííî, N(t) îïðåäåëåíî â (2.1.12).
Äàííîå óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà θ > 0, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó (2.1.14) ïðè ω2 = 0:[

q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2

]
∥H(t)∥ < min

{
lmin(t)

1 + 2∥N(t)∥
,
mmin

2

}
.

Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà ε(t), îïðåäåëåííàÿ â (2.1.15),
ïîëîæèòåëüíà.

Èç òåîðåì 2.1.1�2.1.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.
Òåîðåìà 2.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.1) è

∥D∥ < e−εmaxτ/2, εmax = max
t∈[0,T ]

ε(t),

ãäå ε(t) îïðåäåëåíî â (2.1.15). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1 ðåøåíèå y(t) íà÷àëü-
íîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà
îöåíêà (2.1.19).
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Òåîðåìà 2.4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.1) è ñóùåñòâóåò òî÷êà t∗ ∈ [0, T ] òàêàÿ,
÷òî

∥D∥ = e−ε(t∗)τ/2,

ãäå ε(t) îïðåäåëåíî â (2.1.15). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E2 ðåøåíèå y(t) íà÷àëü-
íîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà
îöåíêà (2.1.21).
Òåîðåìà 2.4.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.1) è

e−εminτ/2 < ∥D∥ < 1, εmin = min
t∈[0,T ]

ε(t),

ãäå ε(t) îïðåäåëåíî â (2.1.15). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E3 ðåøåíèå y(t) íà÷àëü-
íîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà
îöåíêà (2.1.22).

Äîêàçàòåëüñòâà äàííûõ óòâåðæäåíèé äîñëîâíî ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåì 2.1.1�2.1.3, òîëüêî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ âìåñòî ω2 íóæ-
íî ïîñòàâèòü 0 (ñì. � 2.2).

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 2.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t)

è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.1) è ∥D∥ < 1. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (2.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ òàêæå íåòðóäíî îáîáùèòü íà ñëó-
÷àé, êîãäà ∥D∥ ≥ 1, à ñïåêòð ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó
êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 2.4.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.1) è

ρ < e−εmaxτ/2, εmax = max
t∈[0,T ]

ε(t),
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ãäå ρ, ε(t) îïðåäåëåíû â (1.1.22), (2.1.15) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè
φ(t) ∈ E4 ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ
t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.1.23).
Òåîðåìà 2.4.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.1) è ñóùåñòâóåò òî÷êà t∗ ∈ [0, T ] òàêàÿ,
÷òî

ρ = e−ε(t∗)τ/2,

ãäå ρ, ε(t) îïðåäåëåíû â (1.1.22), (2.1.15) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè
φ(t) ∈ E5 ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ
t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.1.25).
Òåîðåìà 2.4.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.1) è

e−εminτ/2 < ρ < 1, εmin = min
t∈[0,T ]

ε(t),

ãäå ρ, ε(t) îïðåäåëåíû â (1.1.22), (2.1.15) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè
φ(t) ∈ E6 ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ
t > 0, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.1.26).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.4.4�2.4.6 â òî÷íîñòè ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåì 2.1.4�2.1.6, òîëüêî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ âìåñòî ω2 íóæ-
íî ïîñòàâèòü 0 (ñì. � 2.3).

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 2.4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t)

è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q2 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.1). Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.1)
ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â îöåíêå (2.1.2)

ω1 = 0, ω2 > 0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è K(s) òàêèå,
÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëü-
íóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1.3). Ïðåäïî-
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ëîæèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

q1

[
1 +

√
1 + ∥D∥2

]
∥H(t)∥ < min

{
lmin(t)

1 + 2∥N(t)∥
,
mmin

2

}
, (2.4.2)

ãäå lmin(t) > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö
L(t), M èç (2.1.11) è (2.1.10) ñîîòâåòñòâåííî, N(t) îïðåäåëåíî â (2.1.12).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü θ̄ > 0 òàêîå, ÷òî[
q1 +

√
q21 +

(
q1∥D∥+ q2θ̄ω2

)2] ∥H(t)∥

< min

{
lmin(t)

1 + 2∥N(t)∥
,
mmin

2

}
. (2.4.3)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2.4.2) ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå âåëè÷èíû
θ̄ > 0. Îáîçíà÷èì

ε̄(t) = min{c̄(t), k}, ε̄max = max
t∈[0,T ]

ε̄(t), ε̄min = min
t∈[0,T ]

ε̄(t), (2.4.4)

ãäå

c̄(t) =
lmin(t)

∥H(t)∥
−
[
q1 +

√
q21 +

(
q1∥D∥+ q2θ̄ω2

)2]
(1 + 2∥N(t)∥), (2.4.5)

k > 0 îïðåäåëåíî â (2.1.17). Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (2.4.3) íà
ïàðàìåòð θ̄ èìååì c̄(t) > 0, ò. å. âåëè÷èíà ε̄(t) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.
Îáîçíà÷èì

hmin = min
t∈[0,T ]

∥H−1(t)∥−1.

Â äàëüíåéøåì ââåäåííûå ïàðàìåòðû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïèñà-
íèè ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà÷àëüíîé
çàäà÷è (2.1.8) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè {t > 0}, è ïðè óêàçàíèè ðàâ-
íîìåðíûõ îöåíîê ðåøåíèÿ.

Âíà÷àëå ìû ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ∥D∥ < 1.
Êàê è ðàíåå, Φ = max

t∈[−τ,0]
∥φ(t)∥. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.4.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.2) è

∥D∥ < e−ε̄maxτ/2.
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Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē1, ãäå

Ē1 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
h−1
minV (0, φ)

(
1− ∥D∥eε̄maxτ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ̄

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
h−1
minV (0, φ)

(
1− ∥D∥eε̄maxτ/2

)−1

× exp

(
−1

2

t

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)
+ Φ∥D∥t/τ . (2.4.6)

Òåîðåìà 2.4.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.2) è ñóùåñòâóåò òî÷êà t∗ ∈ [0, T ] òàêàÿ,
÷òî

∥D∥ = e−ε̄(t∗)τ/2,

ãäå ε̄(t) îïðåäåëåíî â (2.4.4). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē2, ãäå

Ē2 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
h−1
minV (0, φ)

(
e−1+γ̄minτ/2

γ̄minτ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ̄

}
,

γ̄(t) = min

{
ε̄(t),

2

τ
ln

1

∥D∥

}
, γ̄min = min

t∈[0,T ]
γ̄(t),

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

h−1
minV (0, φ)

(
t

τ
+ 1

)
exp

(
−1

2

t

∫
0
γ̄(ξ)dξ

)
+ Φ∥D∥t/τ . (2.4.7)
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Òåîðåìà 2.4.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.2) è

e−ε̄minτ/2 < ∥D∥ < 1.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē3, ãäå

Ē3 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
h−1
minV (0, φ)

(
1− (∥D∥eε̄minτ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ̄

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
(√

h−1
minV (0, φ)

(
1− (∥D∥eε̄minτ/2)−1

)−1

+ Φ

)
∥D∥t/τ . (2.4.8)

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 2.4.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t)

è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.2) è ∥D∥ < 1. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (2.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Ïðèâåäåì òåïåðü ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
∥D∥ ≥ 1, à ñïåêòð ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 2.4.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.2) è

ρ < e−ε̄maxτ/2,

ãäå ρ îïðåäåëåíî â (1.1.22). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē4, ãäå

Ē4 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,
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√
∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
h−1
minV (0, φ)

(
1− ρeε̄maxτ/2

)−1

+ ρΦ

)
< θ̄

}
,

H̃ îïðåäåëåíî â (1.1.21), ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäå-
ëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
h−1
minV (0, φ)

×
(
1− ρeε̄maxτ/2

)−1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)
+ Φρt/τ

)
. (2.4.9)

Òåîðåìà 2.4.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.2) è ñóùåñòâóåò òî÷êà t∗ ∈ [0, T ] òàêàÿ,
÷òî

ρ = e−ε̄(t∗)τ/2,

ãäå ρ, ε̄(t) îïðåäåëåíû â (1.1.22) è (2.4.4) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè
φ(t) ∈ Ē5, ãäå

Ē5 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
h−1
minV (0, φ)

(
e−1+γ̂minτ/2

γ̂minτ/2

)
+ ρΦ

)
< θ̄

}
,

γ̂(t) = min

{
ε̄(t),

2

τ
ln

1

ρ

}
, γ̂min = min

t∈[0,T ]
γ̂(t),

H̃ îïðåäåëåíî â (1.1.21), ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäå-
ëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
h−1
minV (0, φ)

×
(
t

τ
+ 1

)
exp

(
−1

2

t

∫
0
γ̂(ξ)dξ

)
+ Φρt/τ

)
. (2.4.10)
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Òåîðåìà 2.4.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.2) è

e−ε̄minτ/2 < ρ < 1,

ãäå ρ îïðåäåëåíî â (1.1.22). Òîãäà ïðè φ(t) ∈ Ē6, ãäå

Ē6 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ̄,

√
∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
h−1
minV (0, φ)

(
1− (ρeε̄minτ/2)−1

)−1

+ ρΦ

)
< θ̄

}
,

H̃ îïðåäåëåíî â (1.1.21), ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäå-
ëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H̃∥∥H̃−1∥

(√
h−1
minV (0, φ)

×
(
1− (ρeε̄minτ/2)−1

)−1

+ Φ

)
ρt/τ . (2.4.11)

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 2.4.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t)

è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.4.2). Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.1)
ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.4.7�2.4.12 ïðîâîäÿòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.1.1�2.1.6. Ïðèâåäåì, íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2.4.7. Îñòàëüíûå òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.7. Â òåîðåìå 2.1.1 áûëî ïîêàçàíî,

÷òî èç óñëîâèé (2.1.5)�(2.1.7) ñëåäóåò H(t) = H∗(t) > 0 ïðè t ∈ [0, T ].
Ïðîäîëæèì ìàòðèöó H(t) T -ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì íà âñþ ïîëóîñü
{t > 0}, ñîõðàíÿÿ òî æå îáîçíà÷åíèå.

Ïóñòü òåïåðü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíîé
âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ Ē1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë (2.1.4). Äàííûé
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ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî
âäîëü ðåøåíèÿ y(t) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ êàê â òåîðåìå 2.1.1, ïîëó÷èì
òîæäåñòâî (2.2.1).

Îöåíèì âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî òîæäåñòâà. Ðàñ-
ñóæäàÿ êàê â òåîðåìå 1.4.7, ïîëó÷èì àíàëîã íåðàâåíñòâà (1.4.12):

2 ⟨H(t)(u+Dv), F (t, u, v)⟩ ≤
[
q1 +

√
q21 + (q1∥D∥+ q2∥v∥ω2)2

]
∥H(t)∥

×
⟨(

I C12(t)C
−1
22

0 I

)(
(1 + 2∥N(t)∥)I 0

0 2I

)
×
(

I 0
C−1

22 C
∗
12(t) I

)(
u+Dv

v

)
,

(
u+Dv

v

)⟩
. (2.4.12)

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (2.2.2), (2.2.3) è (2.4.12) èç òîæäåñòâà (2.2.1) èìååì
àíàëîã îöåíêè (1.4.13):

d

dt
V (t, y)+

⟨(
lmin(t)I 0

0 mminI

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩
−
[
q1 +

√
q21 + (q1∥D∥+ q2∥y(t− τ)∥ω2)2

]
∥H(t)∥

×
⟨(

(1 + 2∥N(t)∥)I 0
0 2I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 0, (2.4.13)

ãäå z(t) îïðåäåëåíî â (2.2.8).
Ñëåäóþùàÿ íàøà öåëü � äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíîé çàäà÷è

(2.1.8) íà âñåé ïîëóîñè {t > 0} ïðè φ(t) ∈ Ē1. Áîëåå òîãî, ìû äîêàæåì,
÷òî íà ëþáîì ïðîìåæóòêå [(m− 1)τ,mτ), m ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√
h−1
minV (0, φ)

m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε̄(ξ)dξ

)
+∥D∥mΦ. (2.4.14)

Ïóñòü t ∈ [0, τ). Ïîñêîëüêó φ(t) ∈ Ē1, òî Φ < θ̄. Èñïîëüçóÿ (2.4.13),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

d

dt
V (t, y)+

⟨(
lmin(t)I 0

0 mminI

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩
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−
[
q1 +

√
q21 +

(
q1∥D∥+ q2θ̄ω2

)2] ∥H(t)∥

×
⟨(

(1 + 2∥N(t)∥)I 0
0 2I

)(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)
,

(
y(t) +Dy(t− τ)

z(t)

)⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 0. (2.4.15)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (2.4.3) íà âåëè÷èíó θ̄ è îáîçíà÷åíèå (2.4.5) âåëè÷èíû
c̄(t), ïîëó÷èì(

lmin(t)I 0
0 mminI

)
−
[
q1 +

√
q21 +

(
q1∥D∥+ q2θ̄ω2

)2] ∥H(t)∥

×
(
(1 + 2∥N(t)∥)I 0

0 2I

)
≥
(
c̄(t)∥H(t)∥I 0

0 0

)
≥ c̄(t)

(
H(t) 0
0 0

)
,

îòêóäà

d

dt
V (t, y) + c̄(t) ⟨H(t)(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩

+k

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds ≤ 0.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (2.4.4) âåëè÷èíû ε̄(t) îòñþäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

d

dt
V (t, y) + ε̄(t)V (t, y) ≤ 0.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó

V (t, y) ≤ V (0, φ) exp

(
−

t

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)
,

îòêóäà èìååì íåðàâåíñòâî

∥y(t) +Dy(t− τ)∥ ≤
√

∥H−1(t)∥V (t, y)

≤
√
h−1
minV (0, φ) exp

(
−1

2

t

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)
. (2.4.16)
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Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y(t)∥ ≤
√
h−1
minV (0, φ) exp

(
−1

2

t

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)
+ ∥D∥Φ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, τ ], è ïðè m = 1 íåðàâåíñòâî
(2.4.14) äîêàçàíî.

Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8)
óñòàíîâëåíî íà îòðåçêå [0, (m − 1)τ ], m ≥ 2, ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòêå
[(m− 2)τ , (m− 1)τ) èìååò ìåñòî îöåíêà (2.4.14), ò. å. ïðè t′ ∈ [(m− 2)τ ,
(m− 1)τ) âûïîëíåíî

∥y(t′)∥ ≤
√

h−1
minV (0, φ)

m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε̄(ξ)dξ

)
+∥D∥m−1Φ, t′ ∈ [(m− 2)τ, (m− 1)τ). (2.4.17)

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ∥D∥ < e−ε̄maxτ/2, òî

m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t′−jτ

∫
0

ε̄(ξ)dξ

)

=

(
m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
1

2

t′

∫
t′−jτ

ε̄(ξ)dξ

))
exp

(
−1

2

t′

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)

≤
m−2∑
j=0

∥D∥j exp
(
1

2

t′

∫
t′−jτ

ε̄maxdξ

)
=

m−2∑
j=0

(
∥D∥eε̄maxτ/2

)j
≤

∞∑
j=0

(
∥D∥eε̄maxτ/2

)j
=
(
1− ∥D∥eε̄maxτ/2

)−1

.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó ∥D∥m−1 ≤ ∥D∥, èç (2.4.17) ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

∥y(t′)∥ ≤
√

h−1
minV (0, φ)

(
1− ∥D∥eε̄maxτ/2

)−1

+ ∥D∥Φ.
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî√
h−1
minV (0, φ)

(
1− ∥D∥eε̄maxτ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ̄

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ē1, èìååì îöåíêó

∥y(t′)∥ ≤ θ̄, t′ ∈ [(m− 2)τ, (m− 1)τ). (2.4.18)

Ïóñòü òåïåðü t ∈ [(m− 1)τ,mτ). Òîãäà â ñèëó îöåíêè (2.4.18) èç íåðà-
âåíñòâà (2.4.13) ïîëó÷èì îöåíêó (2.4.15). Ïðîâîäÿ òå æå ñàìûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå m = 1, íåòðóäíî îòñþäà ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî
(2.4.16). Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî (2.4.18) ïðè t′ = t− τ ,
ïîëó÷èì îöåíêó

∥y(t)∥ ≤
√

h−1
minV (0, φ) exp

(
−1

2

t

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)

+∥D∥

(√
h−1
minV (0, φ)

m−2∑
j=0

∥D∥j exp

(
−1

2

t−(j+1)τ

∫
0

ε̄(ξ)dξ

)
+ ∥D∥m−1Φ

)

=
√

h−1
minV (0, φ)

m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε̄(ξ)dξ

)
+ ∥D∥mΦ.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè φ(t) ∈ Ē1 ðå-
øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0,mτ ] äëÿ
ëþáîãî m ∈ N, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.4.14).

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (2.4.6). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëü-
çóÿ íåðàâåíñòâî

m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε̄(ξ)dξ

)

=

(
m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
1

2

t

∫
t−jτ

ε̄(ξ)dξ

))
exp

(
−1

2

t

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)

≤

(
m−1∑
j=0

(
∥D∥eε̄maxτ/2

)j)
exp

(
−1

2

t

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)

≤
(
1− ∥D∥eε̄maxτ/2

)−1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)
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è îöåíêó
∥D∥m ≤ ∥D∥t/τ ,

èç (2.4.14) ïîëó÷èì

∥y(t)∥ ≤
√

h−1
minV (0, φ)

m−1∑
j=0

∥D∥j exp
(
−1

2

t−jτ

∫
0

ε̄(ξ)dξ

)
+ ∥D∥mΦ

≤
√

h−1
minV (0, φ)

(
1− ∥D∥eε̄maxτ/2

)−1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε̄(ξ)dξ

)
+ ∥D∥t/τΦ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà 2.4.7 äîêàçàíà.
Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â îöåíêå (2.1.2) íà âåêòîð-ôóíêöèþ

F (t, u, v)
ω1 = 0, ω2 = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé-
÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1.3). Ïóñòü òàêæå âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî[

q1 +

√
q21 + (q1∥D∥+ q2)

2

]
∥H(t)∥

< min

{
lmin(t)

1 + 2∥N(t)∥
,
mmin

2

}
, (2.4.19)

ãäå lmin(t) > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö
L(t), M èç (2.1.11) è (2.1.10) ñîîòâåòñòâåííî, N(t) îïðåäåëåíî â (2.1.12).
Äàííîå óñëîâèå ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (2.4.3) ïðè ω2 = 0 è ãàðàíòèðóåò,
÷òî âåëè÷èíà ε̄(t), îïðåäåëåííàÿ â (2.4.4), ïîëîæèòåëüíà. Òàêæå çàìåòèì,
÷òî ïðè ω1 = ω2 = 0 èç (2.4.3) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà θ̄ ìîæåò áûòü
ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíîé.

Èç òåîðåì 2.4.7�2.4.12 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.
Òåîðåìà 2.4.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1, q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2.4.19) è

∥D∥ < e−ε̄maxτ/2.
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Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíê-
öèåé φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà (2.4.6).
Òåîðåìà 2.4.14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1, q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2.4.19) è ñóùåñòâóåò òî÷êà t∗ ∈ [0, T ] òà-
êàÿ, ÷òî

∥D∥ = e−ε̄(t∗)τ/2,

ãäå ε̄(t) îïðåäåëåíî â (2.4.4). Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8)
ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà
(2.4.7).
Òåîðåìà 2.4.15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1, q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2.4.19) è

e−ε̄minτ/2 < ∥D∥ < 1.

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíê-
öèåé φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà (2.4.8).

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 2.4.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t)

è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1, q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2.4.19) è ∥D∥ < 1. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (2.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ òàêæå íåòðóäíî îáîáùèòü íà ñëó-
÷àé, êîãäà ∥D∥ ≥ 1, à ñïåêòð ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó
êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 2.4.16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1, q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2.4.19) è

ρ < e−ε̄maxτ/2,

ãäå ρ îïðåäåëåíî â (1.1.22). Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8)
ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà
(2.4.9).
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Òåîðåìà 2.4.17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è
K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1, q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2.4.19) è ñóùåñòâóåò òî÷êà t∗ ∈ [0, T ] òà-
êàÿ, ÷òî

ρ = e−ε̄(t∗)τ/2,

ãäå ρ, ε̄(t) îïðåäåëåíû â (1.1.22) è (2.4.4) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ
ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈
C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà (2.4.10).
Òåîðåìà 2.4.18. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1, q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2.4.19) è

e−ε̄minτ/2 < ρ < 1,

ãäå ρ îïðåäåëåíî â (1.1.22). Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8)
ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) èìååò ìåñòî îöåíêà
(2.4.11).

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 2.4.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t)

è K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Ïóñòü q1, q2 óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2.4.19). Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(2.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì ëåãêî âûòåêàþò èç äîêà-
çàòåëüñòâ òåîðåì 2.4.7�2.4.12. Äåéñòâèòåëüíî, ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå
òåîðåìû 2.4.13. Ïóñòü φ(t) ∈ C1([−τ, 0]). Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà θ̄ ìîæåò
áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíîé, òî âîçüìåì â êà÷åñòâå θ̄ òàêîå ÷èñëî,
÷òîáû áûëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

Φ < θ̄,
√

h−1
minV (0, φ)

(
1− ∥D∥eε̄maxτ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ̄,

ò. å. ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ φ(t) ïðèíàäëåæàëà ìíîæåñòâó Ē1. Âñå äàëü-
íåéøèå ðàññóæäåíèÿ äîñëîâíî ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.7.
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� 2.5. Î âûáîðå ìàòðèö H(t) è K(s)

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î âûáîðå ìàòðèö
H(t) è K(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2.1.5)�(2.1.7), êîòîðûå ãàðàí-
òèðóþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû (2.1.3). Ïðèâåäåì îäèí èç âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö H(t) è
K(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííûì óñëîâèÿì.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ∥D∥ < 1.
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà A(t) òàêàÿ,

÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé

dx

dt
= A(t)x, t > 0,

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Òîãäà ñîãëàñíî êðèòåðèþ èç ðàáîòû [23] ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H(t) êðàåâîé çàäà÷è

d

dt
H +HA(t) + A∗(t)H = −I, t ∈ [0, T ],

H(0) = H(T ) > 0,

(2.5.1)

ïðè ýòîìH(t) > 0, t ∈ [0, T ]. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî ðåøåíèå. Äàëåå,
â êà÷åñòâå K(s) âîçüìåì ìàòðèöó

K(s) = µe−ksI, µ > 0, k > 0. (2.5.2)

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ìàòðèöû, èç óòâåðæäåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â
� 2.1, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè.
Òåîðåìà 2.5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∥D∥ < 1 è ñóùåñòâóåò H(t) =

H∗(t) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.5.1), ïðè÷åì ïðè t ∈ [0, T ] âûïîëíåíî
ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

(1− ∥D∥2)I +H(t)(B(t)− A(t)D)D∗ +D(B(t)− A(t)D)∗H(t)

> 2 max
t∈[0,T ]

√
∥H(t)(B(t)− A(t)D)(B(t)− A(t)D)∗H(t)∥ I. (2.5.3)

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.3) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû [31] äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-

âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1.3) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé
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(2.1.5)�(2.1.7). Â � 2.1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëîâèå (2.1.7) ýêâèâàëåíò-
íî äâóì óñëîâèÿì (2.1.10), (2.1.11). Â ñèëó îïðåäåëåíèé (2.5.1) è (2.5.2)
óñëîâèÿ (2.1.5) è (2.1.6) âûïîëíåíû, à óñëîâèÿ (2.1.10) è (2.1.11) ïåðåïè-
øóòñÿ â âèäå

e−kτI −D∗D > 0,

I − µI − µ−1
(
H(t)(B(t)− A(t)D)− µD

)
×
(
e−kτI −D∗D

)−1(
(B(t)− A(t)D)∗H(t)− µD∗

)
> 0.

Êàê â òåîðåìå 1.5.1, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòèõ
íåðàâåíñòâ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè

e−kτ − ∥D∥2 > 0, (2.5.4)

(e−kτ − ∥D∥2)I +H(t)(B(t)− A(t)D)D∗ +D(B(t)− A(t)D)∗H(t)

>
(
µ−1∥H(t)(B(t)− A(t)D)(B(t)− A(t)D)∗H(t)∥+ µe−kτ

)
I.

Â ñèëó óñëîâèÿ ∥D∥ < 1 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì k > 0 ïåðâîå íåðàâåíñòâî
âûïîëíåíî. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè âòîðîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïîëó-
÷èòü

(e−kτ − ∥D∥2)I +H(t)(B(t)− A(t)D)D∗ +D(B(t)− A(t)D)∗H(t)

>

(
µ−1 max

t∈[0,T ]
∥H(t)(B(t)− A(t)D)(B(t)− A(t)D)∗H(t)∥+ µe−kτ

)
I.

Åñëè B(t) ≡ A(t)D, òî ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî ïðè

0 < µ < 1− ∥D∥2ekτ . (2.5.5)

Åñëè æå B(t) ̸≡ A(t)D, òî, ïîëàãàÿ

µ = max
t∈[0,T ]

√
∥H(t)(B(t)− A(t)D)(B(t)− A(t)D)∗H(t)∥ ekτ/2, (2.5.6)

ïîëó÷èì

(e−kτ − ∥D∥2)I +H(t)(B(t)− A(t)D)D∗ +D(B(t)− A(t)D)∗H(t)

> 2 max
t∈[0,T ]

√
∥H(t)(B(t)− A(t)D)(B(t)− A(t)D)∗H(t)∥ e−kτ/2I.
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Ïðè k = 0 ýòî íåðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ (2.5.3). Çíà÷èò ïðè k, äîñòàòî÷íî
áëèçêîì ê 0, îíî òàêæå áóäåò âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Â ñèëó òåîðåìû [31] ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.3) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåïåðü ïðèâåäåì îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1.1) è îöåíêè îáëàñòåé

ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö èç (2.5.1), (2.5.2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5.1. Ââåäåì ñëåäó-

þùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü k > 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.5.4), è µ > 0 îïðå-

äåëåíî â (2.5.5), (2.5.6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèè (2.1.2) íà âåêòîð-
ôóíêöèþ F (t, u, v) ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè ωj, j = 1, 2, ïîëîæèòåëüíû.
Ïóñòü θ > 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.1.14) ñ ìàòðèöàìè

M = µ(e−kτ − ∥D∥2)I > 0,

L(t) = I − µI − µ−1(e−kτ − ∥D∥2)−1
(
H(t)(B(t)− A(t)D)− µD

)
×
(
(B(t)− A(t)D)∗H(t)− µD∗

)
> 0,

N(t) = µ−2(e−kτ − ∥D∥2)−2
(
H(t)(B(t)− A(t)D)− µD

)
×
(
(B(t)− A(t)D)∗H(t)− µD∗

)
.

Ïóñòü
ε(t) = min{c̃(t), k}, εmax = max

t∈[0,T ]
ε(t),

ãäå c̃(t) > 0 èç (2.1.16) ñ ââåäåííûìè ìàòðèöàìè L(t) è N(t).
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.5.2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5.1.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1, ãäå ìíîæåñòâî E1 îïðåäåëåíî â òåîðåìå 2.1.1, ðå-
øåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.1.19).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.1, ïîñêîëüêó â ñèëó
óñëîâèÿ (2.5.4) èìååì

∥D∥ < e−kτ/2 ≤ e−ε(t)τ/2, t ∈ [0, T ].

Çíà÷èò, ∥D∥ < e−εmaxτ/2 è âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.1 âûïîëíåíû.
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Òåïåðü ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå, êîãäà ñïåêòð ìàòðèöû D ïðè-
íàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó {λ ∈ C : |λ| < 1}. Ïóñòü H̃ = H̃∗ > 0 �
ðåøåíèå äèñêðåòíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà:

H̃ −D∗H̃D = I. (2.5.7)

Âîçüìåì â êà÷åñòâå K(s) ìàòðèöó

K(s) = µe−ksH̃, µ > 0, k > 0. (2.5.8)

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöû H(t) è K(s) èç (2.5.1) è (2.5.8), òàêæå, êàê è
â ñëó÷àå ∥D∥ < 1, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò îá ýêñïîíåíöèàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè.
Òåîðåìà 2.5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò H(t) = H∗(t) � ðå-

øåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.5.1) è H̃ = H̃∗ > 0 � ðåøåíèå äèñêðåòíîãî
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (2.5.7), ïðè÷åì ïðè t ∈ [0, T ] âûïîëíå-
íî ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

I +H(t)(B(t)− A(t)D)D∗H̃ + H̃D(B(t)− A(t)D)∗H(t)

> 2
√

max
t∈[0,T ]

∥H(t)(B(t)− A(t)D)(B(t)− A(t)D)∗H(t)∥

×
√

∥H̃ + H̃DD∗H̃∥ I. (2.5.9)

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.3) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû [31] äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-

âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1.3) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé
(2.1.5)�(2.1.7). Â � 2.1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëîâèå (2.1.7) ýêâèâàëåíò-
íî äâóì óñëîâèÿì (2.1.10), (2.1.11). Â ñèëó (2.5.1) è (2.5.8) óñëîâèÿ (2.1.5)
è (2.1.6) âûïîëíåíû, à óñëîâèÿ (2.1.10) è (2.1.11) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

I − (1− e−kτ)H̃ > 0,

I − µH̃ − µ−1
(
H(t)(B(t)− A(t)D)− µH̃D

)
×
(
I − (1− e−kτ)H̃

)−1(
(B(t)− A(t)D)∗H(t)− µD∗H̃

)
> 0.

Êàê â òåîðåìå 1.5.3, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòèõ
íåðàâåíñòâ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè

ξ = 1− (1− e−kτ)∥H̃∥ > 0, (2.5.10)
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ξI +H(t)(B(t)− A(t)D)D∗H̃ + H̃D(B(t)− A(t)D)∗H(t)

>

(
µ−1∥H(t)(B(t)− A(t)D)(B(t)− A(t)D)∗H(t)∥

+µ∥ξH̃ + H̃DD∗H̃∥
)
I.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì k > 0 ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Äëÿ ñïðà-
âåäëèâîñòè âòîðîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü

ξI +H(t)(B(t)− A(t)D)D∗H̃ + H̃D(B(t)− A(t)D)∗H(t)

>

(
µ−1 max

t∈[0,T ]
∥H(t)(B(t)− A(t)D)(B(t)− A(t)D)∗H(t)∥

+µ∥ξH̃ + H̃DD∗H̃∥
)
I.

Åñëè B(t) ≡ A(t)D, òî ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî ïðè

0 < µ <
ξ

∥ξH̃ + H̃DD∗H̃∥
. (2.5.11)

Åñëè æå B(t) ̸≡ A(t)D, òî, ïîëàãàÿ

µ =

√√√√max
t∈[0,T ]

∥H(t)(B(t)− A(t)D)(B(t)− A(t)D)∗H(t)∥

∥ξH̃ + H̃DD∗H̃∥
, (2.5.12)

ïîëó÷èì

ξI +H(t)(B(t)− A(t)D)D∗H̃ + H̃D(B(t)− A(t)D)∗H(t)

> 2
√

max
t∈[0,T ]

∥H(t)(B(t)− A(t)D)(B(t)− A(t)D)∗H(t)∥

×
√
∥ξH̃ + H̃DD∗H̃∥ I.

Ïðè ξ = 1, ò. å. k = 0, ýòî íåðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ (2.5.9). Çíà÷èò ïðè
ξ, äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê 1, îíî òàêæå áóäåò âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì,
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.5)�(2.1.7). Â ñèëó òåîðåìû èç [31] ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1.3) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåïåðü ïðèâåäåì îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1.1) è îöåíêè îáëàñòåé
ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö èç (2.5.1), (2.5.8).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5.3. Ââåäåì ñëåäó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü k > 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.5.10), è µ > 0 îïðå-
äåëåíî â (2.5.11), (2.5.12). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèè (2.1.2) íà âåêòîð-
ôóíêöèþ F (t, u, v) ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè ωj, j = 1, 2, ïîëîæèòåëüíû.
Ïóñòü θ > 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.1.14) ñ ìàòðèöàìè

M = µξI > 0,

L(t) = I − µH̃ − µ−1ξ−1
(
H(t)(B(t)− A(t)D)− µH̃D

)
×
(
(B(t)− A(t)D)∗H(t)− µD∗H̃

)
> 0,

N(t) = µ−2ξ−2
(
H(t)(B(t)− A(t)D)− µH̃D

)
×
(
(B(t)− A(t)D)∗H(t)− µD∗H̃

)
.

Ïóñòü
ε(t) = min{c̃(t), k}, εmax = max

t∈[0,T ]
ε(t),

ãäå c̃(t) > 0 èç (2.1.16) ñ ââåäåííûìè ìàòðèöàìè L(t) è N(t).
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.5.4.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5.3.

Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E4, ãäå ìíîæåñòâî E4 îïðåäåëåíî â òåîðåìå 2.1.4, ðå-
øåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.1.23).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.4, ïîñêîëüêó â ñèëó
óñëîâèÿ (2.5.10) èìååì√

1− 1

∥H̃∥
< e−kτ/2 ≤ e−ε(t)τ/2, t ∈ [0, T ].

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îáîçíà÷åíèå (1.1.22), ïîëó÷èì ρ < e−ε(t)τ/2, t ∈
[0, T ]. Çíà÷èò, ρ < e−εmaxτ/2 è âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.4 âûïîëíåíû.
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Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ìàòðèöû H(t) èç (2.5.1) è K(s) èç (2.5.2)
èëè (2.5.8), ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1.1), ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ âåêòîð-
ôóíêöèé φ(t), ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1.8) îïðåäåëåíî
ïðè âñåõ t > 0, è îöåíêè ðåøåíèé, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü óáûâàíèÿ
íà áåñêîíå÷íîñòè.

Âîïðîñ î âûáîðå ìàòðèö H(t) è K(s), ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åííûå îöåí-
êè äàþò íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1.1), ïîêà
îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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Çàêëþ÷åíèå

Ñôîðìóëèðóåì êðàòêî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Óêàçàíû ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà-
÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ êëàññà ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ëèíåéíûõ
÷ëåíàõ ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóïðÿìîé {t > 0}, è ïîëó÷åíû îöåíêè, õà-
ðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì íà áåñêîíå÷íîñòè.
Óñòàíîâëåííûå îöåíêè ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè îöåíîê Êðåéíà äëÿ
ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

2. Óêàçàíû ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà-
÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ êëàññà ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè â ëèíåé-
íûõ ÷ëåíàõ ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóïðÿìîé {t > 0}, è ïîëó÷åíû îöåíêè,
õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì íà áåñêîíå÷íîñòè.

3. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷è-
âîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ñèñòåì íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà.

Ïðè ïîëó÷åíèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíÿëñÿ ïîäõîä, îñíîâàí-
íûé íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèîíàëîâ òèïà Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî, ïðåä-
ëîæåííûõ â ðàáîòàõ Ã.Â. Äåìèäåíêî è È.È. Ìàòâååâîé. Â äèññåðòàöèè
äàåòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ òàêîãî òèïà.
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