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Введение

Настоящая диссертационная работа посвящена доказательству теорем

существования и построению кусочно-аналитических решений задач с

вырождением для нелинейного уравнения теплопроводности, записан-

ного в цилиндрических (полярных) либо сферических координатах.

Уравнение теплопроводности, как известно, является одним из трех

классических дифференциальных уравнений математической физики.

Обычно при отсутствии источников (стоков) и внешних массовых сил

оно записывается в виде

Ut = div(k∇U), (1)

где U = U(t, x̄) — искомая функция (температура), t — время, x̄ ∈ Rn —

вектор пространственных переменных; k — коэффициент теплопроводно-

сти; div и∇ — операторы дивергенции и градиента по пространственным

переменным.

Это уравнение интересно тем, что оно имеет большое количество при-

ложений в различных областях науки и техники. Помимо, собственно,

описания процессов распространения тепла [31, 72], оно используется в

теории фильтрации жидкостей и газов [6,127], в теории движения грун-

товых вод [84], в биологии при построении математических моделей роста

и миграции популяций [148], в химической кинетике [75] и т. д.

В линейном случае уравнение теплопроводности достаточно давно и

хорошо изучено. Впервые полученное Ж. Фурье еще в первой половине

XIX столетия [141], оно рассматривается теперь во всех учебниках, по-

священных теории уравнений с частными производными, как класси-

ческий пример уравнения параболического типа [15, 18, 24, 67, 70, 76, 79,
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83, 108, 116, 121, 139]. Отметим, что в линейном уравнении коэффициент

теплопроводности k, как правило, берется постоянным [1, 72], однако он

может зависеть от времени и (или) пространственных переменных (см.,

например, [58,72,117,118]).

При всей своей универсальности, линейные модели не всегда оказы-

ваются достаточно точными для описания реальных физических явле-

ний (например, линейное уравнение теплопроводности малопригодно для

описания высокотемпературных процессов [31]). В таких случаях обычно

используются нелинейные аналоги. Главное отличие нелинейного урав-

нения теплопроводности от линейного заключается в том, что коэффи-

циент теплопроводности k представляет собой функцию, зависящую от

температуры. В литературе чаще всего рассматривается случай, когда

указанная зависимость является степенной. Такое уравнение, в частно-

сти, описывает фильтрацию идеального политропного газа в пористой

среде (и тогда U — это плотность) и поэтому иногда именуется «урав-

нением нелинейной фильтрации» [104]; в англоязычной литературе за

ним закрепилось название «the porous medium equation», т. е. «уравнение

пористой среды» [126,128,129,130,136,137,138,142,145,152,153].

Уравнение (1) в случае степенной зависимости коэффициента тепло-

проводности от температуры k = αUσ (α, σ — положительные констан-

ты) при помощи стандартной замены переменных (см. Приложение 1)

может быть переписано в виде

ut = u∆u+
1

σ
(∇u)2. (2)

Исследованию нелинейного уравнения теплопроводности (фильтрации)

посвящено большое количество публикаций как отечественных, так и

зарубежных авторов. По-видимому, первым его использовал Ж. Бусси-

неск [131] при вычислении высоты купола подземных вод. Позднее урав-

нение вида (2) было получено Л.С. Лейбензоном [71] и, независимо от

него, М. Маскетом [149], как выражение закона Дарси для фильтрации

газа в пористых средах [135].
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Среди многочисленных исследований, посвященных построению точ-

ных (как классических, так и обобщенных) решений уравнения (2), мож-

но выделить работы А.А. Самарского, В.А. Галактионова, С.П. Курдю-

мова, А.П. Михайлова [20,21,22,68,96,97], В.К. Андреева, О.В. Капцова,

В.В. Пухначева [54,55,56,85,86,124], Л.И. Рубиной, О.Н. Ульянова [88,89],

Г.А. Рудых, Э.И. Семенова [90, 91, 92, 93, 94], Д.В. Георгиевского [23] и

многих других.

Значительный интерес представляет исследование различных началь-

ных и краевых задач для нелинейного уравнения теплопроводности, та-

ких как задача Коши, задача Дирихле, задача Неймана, смешанные

задачи. В статьях О.А. Олейник, А.С. Калашникова, С.Н. Кружкова

[48, 49, 50, 51, 52, 60, 80, 81], А.И. Вольперта, С.И. Худяева [19], Д. Арон-

сона [126], С.И. Шмарева [151] исследуются задача Коши и некоторые

другие начально-краевые задачи для нелинейного уравнения теплопро-

водности, а также для параболических уравнений общего вида, для ко-

торых (2) является частным случаем.

Задача Дирихле для нелинейного уравнения теплопроводности (филь-

трации) исследовалась в работах Б. Далберга, К. Кенига [133,134], Ю. Аб-

дуллы [122]. Для нелинейных параболических уравнений специального

вида, близкого к (2), задача Дирихле рассматривалась в статьях С.Н.

Антонцева и С.И. Шмарева [2, 125]. Из работ, посвященных задаче Ней-

мана, можно отметить, например, статью Н. Аликакоса и Р. Ростамя-

на [123]. Более полный обзор результатов исследования задач Коши, Ди-

рихле и Неймана для уравнения (2) можно найти в фундаментальной

монографии Х.Л. Васкеса [152].

Как легко убедиться, уравнение (2) является параболическим. Рас-

сматривая его с этих (более общих) позиций, отметим, что параболиче-

ские уравнения широко используются при построении математических

моделей различных физических процессов и явлений. Не претендуя на
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полноту списка, укажем, например, монографии [69,96,121,146], а также

работы [33] (см. [34]), [53, 61,77,95].

При u = 0 в (2) обращается в нуль множитель при старших (вторых)

производных, вследствие чего происходит вырождение уравнения, т.е. в

этом случае (2) становится представителем класса уравнений, неразре-

шенных относительно старших производных (нерегулярных, Соболевско-

го типа). Доказательство теорем существования и единственности диф-

ференциальных и интегральных уравнений в нерегулярном случае яв-

ляется одним из важных направлений развития теории динамических

систем. Данной теме посвящена обширная библиография (см., напри-

мер, [14, 28, 46, 73, 74, 78, 104, 105, 112, 147, 152]). Отметим, что в случае,

когда имеет место вышеупомянутое вырождение, нелинейное уравнение

теплопроводности приобретает некоторые специфические свойства, ха-

рактерные обычно для уравнений первого порядка (см. ниже).

Одним из интересных, в том числе в связи с приложениями [5,6,116],

типов решений уравнения теплопроводности являются тепловые волны,

распространяющейся по холодному (нулевому) фону с конечной скоро-

стью. С геометрической точки зрения решение типа тепловой волны

представляет собой две поверхности (возмущенное решение u(t, x̄) > 0

и холодный фон u ≡ 0), непрерывно состыкованные вдоль некоторой

достаточно гладкой линии x = b(t), называемой фронтом.

В линейном случае такие решения известны, по-видимому, еще со вре-

мен Фурье (см. [116], гл. III, § 4). Простым примером тепловой волны для

линейного уравнения теплопроводности ut = uxx является следующий:

u(t, x) =

 exp
(
−x/
√

2
)

sin
(
t− x/

√
2
)
, 0 ≤ x < t

√
2,

0, x ≥ t
√

2,

где 0 ≤ t ≤ π/2. Как легко видеть, фронтом здесь является прямая

x = t
√

2.

В классической монографии А.Н. Тихонова и А.А. Самарского (см.

[116], гл. III, Приложение I) встречается термин «температурная вол-
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на». Однако под построением последней там понимается решение «зада-

чи без начальных условий» (с одним граничным условием при x = 0),

описывающей периодические температурные колебания в почве. Отме-

тим, что о единственности в данном случае говорить не приходится: для

однозначной разрешимости нужно задать дополнительное условие (на-

пример, определить производную по пространственной координате при

x = 0, т.е. рассмотреть задачу Коши).

Термины «тепловая волна» и «аналитическая тепловая волна» при-

менительно к решениям уравнения (2) ранее использовались в работах

С.П. Баутина [7, 8, 11], однако под этим понималось [11] составное реше-

ние вида

u∗(t, x̄) =

 u(t, x̄) > 0, a(t, x2, . . . , xn) > x1,

0, x1 ≥ a(t, x2, . . . , xn),

где at(0, x2, . . . , xn) > 0. Для задач, рассмотренных в диссертации, такое

определение не совсем удобно, поскольку предполагает задание фронта

в виде достаточно гладкой функции, которая разрешена относительно

одной из пространственных переменных. В этой связи, определим теп-

ловую волну следующим (более общим) образом.

Определение 1. Пусть u(t, x̄)— непрерывная, неотрицательная функ-

ция, определенная при t ∈ [t∗, t
∗), x̄ ∈ X ⊆ Rn, с компактным односвяз-

ным носителем supp u = D, где D = {(t, x̄)| u(t, x̄) > 0}.
Будем называть функцию u(t, x̄) тепловой волной, если она

1. дважды непрерывно дифференцируема в D по пространственным

переменным x̄ и непрерывно дифференцируема по времени t;

2. удовлетворяет в D уравнению (2);

3. область D обладает свойством: если t∗ ≤ t1 < t2 < t∗, то D(t1) ⊂
D(t2), где D(ti)— проекция сечения D гиперплоскостью t = ti, i =

1, 2 на Rn.
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В случае, когда функция u(t, x̄) является аналитической в D, будем

говорить об аналитической тепловой волне. Границу Γ = D \ D обла-

сти D будем называть фронтом тепловой волны или просто тепловым

фронтом.

Поскольку функция u ≡ 0, очевидно, удовлетворяет уравнению (2), то

тепловая волна является классическим (гладким) решением уравнения

(2) всюду в области определения, за исключением, быть может, множе-

ства Γ, где допускается разрыв производных (но не искомой функции).

Простейшим примером решения уравнения (2) типа тепловой волны в

случае одной пространственной переменной x может служить кусочно-

линейная функция вида (см. рис. 1)

u(t, x) =

 α1t−
√
σα1x, x < b(t) = α1t/

√
σα1;

0, x ≥ α1t/
√
σα1,

где α1 > 0 — const.

(
x �

)t
b

( ,0)u u t�

0u �

u

x

Рис. 1: Линейное решение

Впервые решения уравнения (2), имеющие вид тепловой волны, по-

видимому, были получены Я.Б. Зельдовичем и А.С. Компанейцем при
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исследовании задач нелинейной теплопроводности [30]. Несколько позд-

нее появились работы Г.И. Баренблатта [3,4,5] в которых близкие резуль-

таты были получены для задач фильтрации. В статье О.А. Олейник, А.С.

Калашникова и Чжоу Юй-Линя [80] краевые задачи, в которых предпо-

лагается конечная скорость распространения фронта фильтрации, ис-

следованы в абстрактных функциональных пространствах.

Первым, кто стал исследовать вышеописанные задачи в классе анали-

тических функций, был, по-видимому, А.Ф. Сидоров [82,100,101,102,104].

В работах представителей его научной школы большое внимание уделе-

но двум видам краевых задач для нелинейного уравнения теплопровод-

ности (фильтрации), решения которых являются тепловыми волнами.

Первая — это, так называемая, «задача А.Д. Сахарова об инициирова-

нии тепловой волны» ( [104], с. 10). В случае, когда в уравнении (2)

x̄ ∈ R1, краевое условие в данной задаче имеет вид

u(t, x)|x=0 = f(t),

f(0) = 0, f ′(0) > 0.
(3)

При этом функция f(t) называется краевым режимом тепловой волны.

Вторая задача (в некотором смысле обратная к первой) — это зада-

ча с заданным тепловым фронтом. В этом случае предполагается, что

известна линия x = b(t) такая, что

u(t, x)|x=b(t) = 0,

b(0) = 0, b′(0) 6= 0,
(4)

и требуется восстановить тепловую волну, включая краевой режим при

x = 0.

Обращает на себя внимание тот факт, что (3) и (4) содержат по одному

граничному условию для уравнения второго порядка. Тем не менее, по-

скольку из-за наличия вырождения уравнение (2) в данном случае при-

обретает специфические свойства, характерные для уравнений первого

порядка (см. выше), то для задач вида (2), (3) и (2), (4) могут быть спра-

ведливы теоремы существования и единственности решений. Так, А.Ф.

Сидоровым и С.П. Баутиным в одномерном и многомерном (квазиод-
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номерном) случаях доказаны теоремы существования и единственности

локально-аналитических решений [7, 8, 11, 100, 101, 102, 103, 104], являю-

щиеся аналогами теоремы Коши-Ковалевской [57, 132] в рассмотренных

случаях. Также задачи вида (2), (3) и (2), (4) в одномерных и квазиодно-

мерных постановках рассматривались в работах С.С. Титова [114, 115],

М.Ю. Филимонова [119], Н.А. Вагановой [16], А.Л. Казакова [35, 45] и

некоторых других. В статьях [45, 46, 47, 144] авторы предложили рас-

сматривать задачи с заданным краевым режимом и заданным тепловым

фронтом как частные случаи одной задачи с краевыми условиями сле-

дующего вида (см. рис. 2):

u(t, x)|x=a(t) = u0(t, x)|x=a(t),

a(0) = u0(0, 0) = 0.
(5)

Для задачи (2), (5) также доказаны теоремы существования и един-

ственности локально-аналитических решений, а кроме того, предложены

(Л.Ф. Спевак) численные методы решения на основе граничноэлемент-

ного подхода.

u

x

t

(
x

�

a
)t

(
x �

)t
b

( ,0)u u t=

0 ( )
( , )

x a t
u u t x

=
=

0u =

Рис. 2: Нелинейная тепловая волна
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В многомерной постановке краевые условия (5) имеют вид

u(t, x̄)|Γ(t) = f(t, x̄), f(0, x̄) = 0, (6)

где Γ(t) — достаточно гладкая поверхность, разделяющая пространство

на две части.

Отметим, что большинство вышеупомянутых работ А.Ф. Сидорова и

представителей его научной школы затрагивает случай, когда уравнение

поверхности Γ(t) может быть однозначно разрешено относительно одной

из переменных. Исключение составляет работа [102], в заключительной

части которой А.Ф. Сидоров рассматривает задачу с данными на кру-

говом цилиндре радиуса R. При этом выполняется переход к полярным

координатам и описывается процедура построения решения в виде двой-

ного степенного ряда. В статье, однако, само решение не строится, и

указано, что сходимость ряда на момент публикации не была доказана.

Также можно упомянуть работу [88], в которой для уравнения неста-

ционарной осесимметричной фильтрации (теплопроводности) построено

точное решение с заданным краевым режимом и получен фронт филь-

трации (тепловой волны).

Остановимся особо на подходах, которые используются в данной дис-

сертационной работе для исследования рассмотренных задач. В первую

очередь, это метод специальных рядов, создание которого по праву счи-

тается одним из важных достижений научной школы А.Ф. Сидорова.

Хотя он и имел предшественников в лице Р. Куранта [67], Д. Людви-

га [147], А.А. Дородницына [29] и других математиков, именно в работах

А.Ф. Сидорова метод рекуррентных рядов стал эффективным инстру-

ментом построения решений нелинейных уравнений математической фи-

зики [59,82,98,99,103,104,140]. Главным достоинством этого подхода яв-

ляется то, что он позволяет сочетать математическую строгость и прак-

тическую применимость: обосновывать теоретические факты о свойствах

решений и локализовывать особенности в конкретных газовых течениях.
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Применение метода степенных рядов для исследования нелинейных

уравнений с частными производными восходит еще к знаменитой теореме

Коши-Ковалевской [57,132]. Длительное время это был один из наиболее

популярных методов построения решений соответствующих начально-

краевых задач. Среди огромного количества публикаций выделим ра-

боты французских математиков, младших современников С.В. Ковалев-

ской, Ш. Рикье [150] и Э. Гурса [25], российских (советских) ученых Н.М.

Гюнтера [26, 27], С.Л. Соболева [106, 107], Л.В. Овсянникова [78]. Отме-

тим также статьи В.М. Тешукова [110, 111, 112, 113], в которых в виде

степенных рядов строятся некоторые сложные течения газа с ударными

волнами, и работы по изучению обобщенной задачи Коши, возникаю-

щей в газовой динамике [12, 13, 14]. Как правило, в работах, в которых

метод степенных рядов применяется для построения решений задач ма-

тематической физики, явно или неявно предполагается гиперболичность

исходного уравнения (системы). Это, в частности, относится к упомяну-

тым выше исследованиям С.Л. Соболева и В.М. Тешукова. А.Ф. Сидо-

рову [17, 59, 100, 101, 102, 103] принадлежит заслуга переноса метода ха-

рактеристических рядов (которые в данном случае являются кратными

степенными) с гиперболических на параболические задачи с вырожде-

нием.

Настоящая диссертационная работа посвящена исследованию задач с

краевым режимом для уравнения (2), записанного в цилиндрических

либо сферических координатах, которые при некоторых дополнитель-

ных предположениях являются задачами вида (2), (6) в случае, когда

Γ(t) = Γ замкнута (т. е. уравнение поверхности Γ не зависит от времени

и его нельзя однозначно разрешить относительно одной из переменных)

и ограниченная ей область обладает свойством звездности.

Определение 2. Область D ⊂ Rn обладает свойством звездности,

если внутри области D существует точка x, именуемая полюсом, такая,

что отрезок, соединяющий любую точку из D с x, целиком лежит в D.
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Область, обладающую свойством звездности, иногда именуют просто

звездной областью.

Случай, когда граничные условия заданы на замкнутой поверхности,

представляется весьма перспективным с точки зрения приложений уже

потому, что задача о нагреве ограниченной области выглядит естествен-

нее, чем о нагреве полупространства.

Цель работы

Цель работы — доказательство теорем существования и единственно-

сти аналитических решений задач с вырождением специального вида для

нелинейного уравнения теплопроводности в цилиндрических (полярных)

и сферических координатах, а также построение этих решений в виде

кратных степенных рядов.

Объект исследования

Объектом исследования является нелинейное уравнение теплопровод-

ности в случае степенной зависимости коэффициента теплопроводности

от температуры и задачи с вырождением для него.

Методы исследования

В работе используются методы теории дифференциальных уравнений

в частных производных, в том числе, метод степенных рядов и метод ма-

жорант, методы математического анализа, методы линейной алгебры, в

частности, методы решения систем линейных алгебраических уравнений.

Научная новизна

В диссертации доказаны новые теоремы существования и единствен-

ности аналитических решений задач с вырождением специального вида

для нелинейного уравнения теплопроводности в цилиндрических (поляр-
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ных) и сферических координатах, которые при некоторых дополнитель-

ных предположениях могут быть интерпретированы как задачи об ини-

циировании тепловой волны краевым режимом, заданным на замкну-

той достаточно гладкой поверхности, ограничивающей область, облада-

ющую свойством звездности. Для этих задач построены решения в виде

кратных степенных рядов по степеням физических переменных. Коэф-

фициенты рядов определяются из трехдиагональных систем линейных

алгебраических уравнений. При этом элементы матриц систем зависят

от их порядка, и не выполняется условие диагонального преобладания.

Для коэффициентов рядов получены рекуррентные формулы. В случаях

цилиндрической и сферической симметрии выполнены иллюстрирующие

численные расчеты на основе отрезков рядов. Проведено сравнение их

результатов с результатами расчетов, выполненных с помощью метода

граничных элементов, показавшее хорошее соответствие.

Достоверность результатов

Достоверность результатов, полученных в диссертации, обусловлена

строгостью доказательств, в которых используются классические подхо-

ды и методы теории дифференциальных уравнений в частных производ-

ных и математического анализа. Полученные результаты были опубли-

кованы в рецензируемых научных журналах и прошли обсуждение на

представительных научных семинарах и конференциях.

Теоретическая и практическая значимость

Результаты, полученные в диссертационной работе, носят преимуще-

ственно теоретический характер. Работа содержит ряд новых строго до-

казанных теорем о существовании и единственности аналитических ре-

шений задач с вырождением специального вида для нелинейного урав-

нения теплопроводности в цилиндрических (полярных) и сферических

координатах, что вносит вклад в теорию дифференциальных уравнений
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с частными производными. Помимо этого, работа имеет и определенное

практическое значение: поскольку решения строятся в конструктивном

виде (в виде степенных рядов по физическим переменным), это позво-

ляет использовать полученные формулы для анализа свойств решений,

а также для проведения и проверки численных расчетов в задаче о по-

строении тепловой волны, движущейся по холодному фону с конечной

скоростью.

Материалы диссертации могут быть использованы при разработке спец-

курсов для студентов-математиков, при написании курсовых и диплом-

ных работ, магистерских диссертаций.

Результаты, представленные в диссертации, получены при частичной

поддержке

- РФФИ в рамках научного проекта № 14-01-31175 мол_а;

- ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной Рос-

сии на 2009–2013 годы» ГК П696 от 20.05.2010 в 2010–2012 годах;

- гранта Института математики, экономики и информатики ИГУ при

поддержке «Программы стратегического развития ФГБОУ ВПО «ИГУ»

на 2012–2016 годы.».

Соответствие диссертации паспорту научной специальности

В соответствии с паспортом специальности 01.01.02. «Дифференци-

альные уравнения, динамические системы и оптимальное управление»

в диссертации рассмотрены нелинейные дифференциальные уравнения

с частными производными, для которых доказаны новые теоремы су-

ществования и единственности аналитических решений, и проведено по-

строение этих решений. Поэтому полученные результаты соответствуют

пунктам 5 (нелинейные дифференциальные уравнения и системы нели-

нейных дифференциальных уравнений) и 6 (аналитическая теория диф-

ференциальных уравнений) в списке областей исследования специально-

сти 01.01.02.
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Апробация работы

Результаты, представленные в диссертационной работе, были апроби-

рованы на следующих научных мероприятиях в Новосибирске:

- Международная конференция «Дифференциальные уравнения.

Функциональные пространства. Теория приближений», посвященная 105-

летию со дня рождения С.Л. Соболева (Институт математики им. С.Л.

Соболева СО РАН, 18-24 августа 2013 г.);

- Всероссийская конференция «Новые математические модели меха-

ники сплошных сред: построение и изучение», приуроченная к 95-летию

Л.В. Овсянникова (Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО

РАН, 18-22 апреля 2014 г.);

в Екатеринбурге:

- Международная (44-й Всероссийская) молодежная

школа-конференция «Современные проблемы математики» (Институт

математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН, 27 января -

2 февраля 2013 г.);

- 45-я Международная молодежная школа-конференция «Современ-

ные проблемы математики и ее приложений», посвященная 75-летию

В.И. Бердышева (ИММ УрО РАН, 2-8 февраля 2014 г.);

- Международная (46-я Всероссийская) молодежная школа-конференция

«Современные проблемы математики и ее приложений» (ИММУрО РАН,

25-31 января 2015 г.).

в Иркутске:

- IV Международная школа-семинар «Нелинейный анализ и экстре-

мальные задачи» (Институт динамики систем и теории управления СО

РАН, 22-28 июня 2014);
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- III Всероссийская конференция «Математическое моделирование и

вычислительно-информационные технологии в междисциплинарных на-

учных исследованиях» (ИДСТУ СО РАН, 23-26 июня 2013 г.);

- конференция «Ляпуновские чтения» (ИДСТУ СО РАН, 9-11 декабря

2013 г.);

- Ежегодная научная конференция аспирантов и студентов в рамках

проведения Дней математики Института математики, экономики и ин-

форматики ИГУ (ИМЭИ ИГУ, 24 апреля 2013 г.);

- конференция «Ляпуновские чтения» (ИДСТУ СО РАН, 1-3 декабря

2014 г.).

Также результаты исследований представлялись на семинарах Отдела

прикладных задач Института математики и механики им. Н.Н. Красов-

ского УрО РАН (г. Екатеринбург), семинаре Кафедры вычислительной

математики Института математики и компьютерных наук УрФУ (г. Ека-

теринбург), семинаре Отдела вычислительных моделей в гидрофизике

Института вычислительного моделирования СО РАН (г. Красноярск),

Объединенном семинаре Института динамики систем и теории управле-

ния СО РАН (г. Иркутск), семинарах Кафедры математического анали-

за и дифференциальных уравнений Института математики, экономики

и информатики ИГУ (г. Иркутск).

Публикации и личный вклад автора

Материалы диссертационного исследования опубликованы в 14 рабо-

тах, среди которых статья [143] — в журнале, индексируемом в Scopus

, статьи [41, 44, 63] в журналах, рекомендованных ВАК для опублико-

вания результатов диссертаций (работа [41] — русскоязычный оригинал

статьи [143]), статья [40] — в журнале, индексируемом в РИНЦ , и моно-

графия [66]. Остальные работы опубликованы в материалах различных
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конференций, школ-конференций и школ-семинаров, в том числе меж-

дународных и всероссийских.

Результаты первой главы опубликованы в работах [37,38,39,40,44,62],

второй главы — в [41, 64, 143], третьей — [42, 43, 63, 65]. Также практиче-

ски все результаты, представленные в диссертации, содержатся в моно-

графии [66].

Все результаты, выносимые на защиту, получены автором лично и

не нарушают авторских прав других лиц. В работах [37, 38, 39, 40, 41,

42, 43, 44, 62, 63, 64, 65, 66, 143] А.Л. Казакову принадлежат постановки

исследуемых задач. В работе [44] Л.Ф. Спеваком выполнены численные

расчеты, основанные на методе граничных элементов.

Структура и объем работы

Диссертация изложена на 139 страницах и состоит из введения, трех

глав, заключения, списка литературы, включающего 153 наименования,

и пяти приложений.

Краткое содержание диссертации

В диссертационной работе исследуются задачи с вырождением специ-

ального вида для нелинейного уравнения теплопроводности в цилиндри-

ческих (полярных) и сферических координатах, которые при некоторых

дополнительных предположениях могут быть интерпретированы как за-

дачи об инициировании тепловой волны краевым режимом, заданным

на замкнутой достаточно гладкой поверхности (т. е. уравнение поверх-

ности нельзя однозначно разрешить относительно одной из переменных),

ограничивающей область, обладающую свойством звездности.

Размерность рассмотренных в диссертации задач последовательно воз-

растает от единицы до трех, для всех случаев доказаны теоремы су-

ществования и единственности решений в классе аналитических функ-
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ций. Исследование проводятся по единой методике, согласно следующе-

му плану:

1. Переход в уравнении (2) в цилиндрическую (полярную) или сфери-

ческую системы координат.

2. Задание краевых условий.

3. Приведение исходной задачи к специальному (характеристическому)

виду с помощью нескольких замен переменных.

4. Построение решения преобразованной (характеристической) задачи

в виде формального степенного ряда.

5. Построение мажорантной задачи.

6. Доказательство существования и единственности аналитического ре-

шения мажорантной задачи.

Кроме того, с использованием построенных степенных рядов выпол-

нены иллюстрирующие численные расчеты.

Перейдем теперь к характеристике диссертации по разделам.

В Главе 1 исследуется задача для нелинейного параболического урав-

нения второго порядка, которая при некоторых дополнительных предпо-

ложениях может быть интерпретирована как задача с краевым режимом,

заданным на сфере или цилиндре. В разделе 1.1 рассматривается урав-

нение

uτ = u

(
ν

ρ
uρ + uρρ

)
+

1

σ
u2
ρ, (7)

с краевым условием

u(τ, ρ)|ρ=R = f(τ). (8)

Здесь σ,R > 0 — const. Параметр ν — положительная константа, ко-

торая, в частности, может принимать значения ν = 1 и ν = 2, что

соответствует нелинейному уравнению теплопроводности в случаях ци-

линдрической и сферической симметрии соответственно. Функция f(τ)
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обладает свойствами

f(0) = 0; f ′(0) = f1 > 0. (9)

Для задачи (7), (8) справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть функция f = f(τ), удовлетворяющая условиям (9),

является аналитической в некоторой окрестности τ = 0. Тогда за-

дача (7), (8) имеет единственное аналитическое решение в некоторой

полной окрестности τ = 0, ρ = R, если выбран знак uρ| τ=0
ρ=R

.

В разделе 1.2 приводится подробное доказательство теоремы 1. Отме-

тим еще раз, что доказательство справедливо для любых ν > 0, а не

только для ν = 1 или ν = 2.

Теорема 1, фактически, обеспечивает лишь существование и един-

ственность аналитического решения задачи (7), (8), не позволяя постро-

ить решение в явном виде. При этом весьма проблематично получить

какое-либо представление о самом решении и его свойствах в силу боль-

шого количества сложных преобразований, в ходе которых, в частности,

используется теорема о неявной функции. Поэтому в разделе 1.3 стро-

ится решение задачи (7), (8) в виде двойного степенного ряда по физи-

ческим переменным

u(τ, ρ) =
∞∑

n,m=0

un,m
τn

n!

(ρ−R)m

m!
, un,m =

∂n+mu(τ, ρ)

∂tn∂rm

∣∣∣
τ=0
ρ=R

. (10)

Коэффициенты un,0, n = 0, 1, 2, 3, . . . однозначно определяются крае-

вым режимом (8). После последовательного определения коэффициентов

ряда (10) до 3-го порядка включительно процедура построения решения

приводится в общем виде.

Сначала на основе принципа математической индукции доказывается

возможность однозначного определения всех коэффициентов ряда. При

этом коэффициенты (n+ 1)-го порядка (в предположении, что известны

коэффициенты до порядка n включительно) определяются из системы
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линейных алгебраических уравнений

An+1 ×


un,1

un−1,2
...

u0,n+1

 =


Ln,0 − fn+1

Ln−1,1
...

L0,n

 , (11)

где An+1— обратимая трехдиагональная матрица вида

An+1 =



a0 bn 0 . . . 0 0

1 a1 bn−1 . . . 0 0

0 1 a2 . . . 0 0

. . . . . .

0 0 0 . . . an−1 b1

0 0 0 . . . 1 an


, (12)

в которой

ai > 0, i = 0, 1, . . . , n; bj < 0, j = 1, . . . , n,

а функции Ln−i,i, i = 0, 1, . . . , n зависят лишь от известных коэффици-

ентов.

Для коэффициентов (n+ 1)-го порядка получены явные формулы.

В заключительной части раздела 1.3 формулируется и доказывается

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 у задачи

(r +R)2ut = u
[
ν(r +R)ur + (r +R)2urr

]
+

1

σ
(r +R)2u2

r,

u(t, r)|r=0 = f(t), u(t, r)|t=0 = 0,

имеется кусочно-аналитическое решение, которое при ν = 1, 2 являет-

ся в окрестности t = 0, r = 0 аналитической тепловой волной, причем

выбор направления движения последней обеспечивает единственность.

В разделе 1.4 приводятся результаты иллюстрирующих численных

расчетов, которые выполнены с помощью отрезков построенных рядов.

Проводится сравнение полученных результатов с результатами расчетов,

выполненных методом граничных элементов.
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В разделе 1.5 результаты, полученные в разделах 1.1–1.3, переносятся

на случай трех пространственных переменных (когда параметры крае-

вого режима (8) зависят не только от времени, но и от углов ϕ, θ). При

этом рассматривается задача

uτ = u

(
2

ρ
uρ +

ctg θ

ρ2 uθ + uρρ +
1

ρ2 sin2 θ
uϕϕ +

1

ρ2uθθ

)
+

+
1

σ

(
u2
ρ +

1

ρ2 sin2 θ
u2
ϕ +

1

ρ2u
2
θ

)
; (13)

u(τ, ρ, ϕ, θ)|ρ=R = f(τ, ϕ, θ), (14)

где σ,R > 0, а функция f(τ, ϕ, θ) обладает свойствами

f(τ, ϕ, θ)|τ=0 = 0; f1 = fτ(τ, ϕ, θ)|τ=0 > 0. (15)

Так как в уравнении (13) содержатся множители ctg θ и 1/ sin2 θ, то

возникает необходимость ввести специальные ограничения на θ.

Пусть независимые переменные ρ, ϕ, θ удовлетворяют ограничениям

ρ > 0; ϕ ∈ Υ; 0 < θ1 ≤ θ ≤ π − θ2,

где θ1 и θ2 > 0 — малые константы; Υ — некоторый конечный или бес-

конечный числовой промежуток (отрезок, интервал, полуинтервал).

В частном случае, когда справедливо равенство f(τ, ϕ, θ) = f(τ, ϕ +

2π, θ), имеем задачу для уравнения (2) с данными на сфере (см. след-

ствие 2).

Для задачи (13), (14) формулируется и доказывается следующая тео-

рема.

Теорема 2. Пусть функция f = f(τ, ϕ, θ), удовлетворяющая условиям

(15), является аналитической в некоторой окрестности τ = 0 и при

всех допустимых ϕ и θ. Тогда задача (13), (14) имеет единственное

аналитическое решение в некоторой полной окрестности τ = 0, ρ = R,

если выбран знак uρ| τ=0
ρ=R

.
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Затем по описанной в разделе 1.3 схеме для задачи (13), (14) строится

решение в виде ряда (10), но уже с коэффициентами, зависящими от ϕ и

θ. При определении коэффициентов (n+1)-го порядка также получается

система уравнений, сходная с (11), что делает возможным применение

явных формул, полученных в разделе 1.3.

Из теоремы 2 вытекает

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 2, причем Υ = [0; 2π],

а функция f удовлетворяет условию f(τ, ϕ, θ) = f(τ, ϕ + 2π, θ). Тогда

задача (13), (14) имеет единственное решение, удовлетворяющее на-

чальному условию u|t=0 = 0 и являющееся в некоторой окрестности

τ = 0, ρ = R аналитической тепловой волной, если выбрано направле-

ние движения фронта последней.

В Главе 2 представлены результаты исследования задачи с краевым

режимом для нелинейного уравнения теплопроводности, записанного в

цилиндрических (полярных) координатах (в случае двух пространствен-

ных переменных).

В разделе 2.1 рассматривается уравнение (2) в цилиндрических (по-

лярных) координатах

uτ = u

(
uρρ +

1

ρ2uϕϕ +
1

ρ
uρ

)
+

1

σ

(
u2
ρ +

1

ρ2u
2
ϕ

)
, (16)

где σ — положительная константа. Независимые переменные ρ и ϕ тако-

вы, что

ρ > 0; ϕ ∈ Υ.

Здесь Υ — некоторый конечный или бесконечный числовой промежуток

(отрезок, интервал, полуинтервал).

Для уравнения (16) рассматривается краевой режим

u(τ, ρ, ϕ)|ρ=R(ϕ) = f(τ, ϕ), (17)

в котором R(ϕ) > 0, а функция f(τ, ϕ) удовлетворяет условиям

f(0, ϕ) = 0, fτ(0, ϕ) = f1(ϕ) > 0. (18)
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В частном случае, когда справедливы равенстваR(ϕ) = R(ϕ+2π), f(τ, ϕ) =

f(τ, ϕ+2π), имеем задачу для уравнения (2) с данными на границе мно-

жества, обладающего свойством зведности (см. следствие 3).

Для задачи (16), (17) формулируется и доказывается следующая тео-

рема.

Теорема 3. Пусть функция f = f(τ, ϕ), удовлетворяющая условиям

(18) является аналитической в некоторой окрестности τ = 0 и при

ϕ ∈ Υ, R(ϕ) — аналитическая при ϕ ∈ Υ. Тогда задача (16), (17) имеет

единственное аналитическое решение в некоторой окрестности τ = 0,

ρ = R(ϕ), если выбран знак uρ| τ=0
ρ=R(ϕ)

.

В разделе 2.2 по ранее предложенному плану проводится доказатель-

ство теоремы 3.

В разделе 2.3 для задачи (16), (17) строится решение в виде ряда по

степеням физических переменных

u(τ, ρ, ϕ) =
∞∑

n,m=0

un,m(ϕ)
τn

n!

[ρ−R(ϕ)]m

m!
. (19)

Из теоремы 3 вытекает

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 3, причем Υ = [0; 2π],

а функции f и R удовлетворяют условиям R(ϕ) = R(ϕ+2π), f(τ, ϕ) =

f(τ, ϕ+ 2π). Тогда задача (16), (17) имеет единственное решение, удо-

влетворяющее начальному условию u|t=0 = 0 и являющееся в некото-

рой окрестности τ = 0, ρ = R аналитической тепловой волной, если

выбрано направление движения фронта последней.

В Главе 3 результаты, полученные в предыдущих главах, переносятся

на случай трех пространственных переменных.

В разделе 3.1 рассматривается нелинейное уравнение теплопроводно-

сти в сферических координатах

uτ = u

(
2

ρ
uρ +

ctg θ

ρ2 uθ + uρρ +
1

ρ2 sin2 θ
uϕϕ +

1

ρ2uθθ

)
+

25



+
1

σ

(
u2
ρ +

1

ρ2 sin2 θ
u2
ϕ +

1

ρ2u
2
θ

)
. (20)

Независимые переменные ρ, ϕ, θ удовлетворяют ограничениям

ρ > 0; ϕ ∈ Υ; 0 < θ1 ≤ θ ≤ π − θ2,

где θ1 и θ2 > 0 — малые константы; Υ — некоторый конечный или бес-

конечный числовой промежуток (отрезок, интервал, полуинтервал).

Для уравнения (20) задается краевой режим

u(τ, ρ, ϕ, θ)|ρ=R(ϕ,θ) = f(τ, ϕ, θ), (21)

в котором функции R(ϕ, θ) > 0 и f(τ, ϕ, θ) удовлетворяют условиям

R(ϕ, θ) > 0, f(0, ϕ, θ) = 0, fτ(0, ϕ, θ) = f1(ϕ, θ) > 0. (22)

В частном случае, когда справедливы равенства R(ϕ, θ) = R(ϕ +

2π, θ), f(τ, ϕ, θ) = f(τ, ϕ + 2π, θ), имеем задачу для уравнения (2) с

данными на границе множества, обладающего свойством зведности (см.

следствие 4).

Для задачи (20), (21) справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть функции R = R(ϕ, θ), f = f(τ, ϕ, θ), удовлетворяю-

щие условиям (22), являются аналитическими в некоторой окрестно-

сти τ = 0 и при всех допустимых ϕ и θ. Тогда задача (20), (21) имеет

единственное аналитическое решение в некоторой окрестности τ = 0,

ρ = R(ϕ, θ), если выбран знак uρ| τ=0
ρ=R

.

В разделе 3.2 проводится доказательство теоремы 4.

В разделе 3.3 для задачи (20), (21) строится решение в виде двойного

степенного ряда по физическим переменным

u(τ, ρ, ϕ, θ) =
∞∑

n,m=0

un,m(ϕ, θ)
τn

n!

[ρ−R(ϕ, θ)]m

m!
. (23)

Из теоремы 4 вытекает

Следствие 4. Пусть выполнены условия теоремы 4, причем Υ = [0; 2π],

а функции R и f удовлетворяют условиям R(ϕ, θ) = R(ϕ + 2π, θ),
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f(τ, ϕ, θ) = f(τ, ϕ + 2π, θ). Тогда задача (20), (21) имеет единственное

решение, удовлетворяющее начальному условию u|t=0 = 0 и являющееся

в некоторой окрестности τ = 0, ρ = R(ϕ, θ) аналитической тепловой

волной, если выбрано направление движения фронта последней.

В приложения вынесены некоторые вспомогательные выкладки и

утверждения, а именно, подробный вывод всех основных уравнений, до-

казательство леммы, утверждающей невырожденность матрицы (12), а

также некоторые второстепенные моменты доказательства теоремы 1.

В заключении сформулированы выводы по диссертационной работе.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ

1. Доказаны новые теоремы существования и единственности аналити-

ческих решений задач с вырождением специального вида для нели-

нейного уравнения теплопроводности в цилиндрических (полярных)

и сферических координатах.

2. Построены решения вышеупомянутых задач в виде двойных рядов

по степеням исходных (физических) переменных, коэффициенты ко-

торых определяются при решении невырожденных трехдиагональ-

ных систем линейных алгебраических уравнений. Получены рекур-

рентные формулы для коэффициентов.

3. Показано, что с использованием доказанных в диссертации утвер-

ждений могут быть построены аналитические тепловые волны, по-

рожденные краевым режимом, заданным на замкнутых поверхно-

стях, таких, как а) круговой цилиндр; б) сфера; в) аналитическая

кривая, ограничивающая двумерную звездную область; г) аналити-

ческая поверхность, ограничивающая звездную область в простран-

стве R3.

4. Выполнены иллюстрирующие численные расчеты на основе отрезков

рядов. Проведено сравнение полученных результатов с результатами
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применения метода граничных элементов, показавшее хорошее их

соответствие.
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Глава 1

Задача с данными на цилиндре или
сфере

Первые четыре раздела данной главы посвящены исследованию зада-

чи для нелинейного параболического уравнения второго порядка, кото-

рая при некоторых дополнительных предположениях может быть интер-

претирована как задача с краевым режимом для нелинейного уравнения

теплопроводности в случаях цилиндрической и сферической симметрий.

В разделах 1.1, 1.2 формулируется и доказывается теорема существова-

ния и единственности аналитического решения указанной задачи. По-

скольку доказательство теоремы не содержит конструктивной процеду-

ры построения решения, что затрудняет исследование свойств последне-

го, то в разделе 1.3 решение строится в виде кратного ряда по степеням

физических переменных, формулируется и доказывается следствие до-

казанной теоремы о существовании аналитической тепловой волны. В

разделе 1.4 приводятся результаты сравнения вычислений, проведенных

с помощью отрезка построенного ранее ряда и метода граничных элемен-

тов. Главу завершает раздел 1.5, в котором результаты разделов 1.1–1.3

переносяися на трехмерный случай, когда краевые условия зависят не

только от времени, но и от пространственных переменных.
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1.1 Постановка задачи. Формулировка теоремы

Рассматривается краевая задача

uτ = u

(
ν

ρ
uρ + uρρ

)
+

1

σ
u2
ρ; (1.1.1)

u(τ, ρ)|ρ=R = f(τ), (1.1.2)

в которой σ,R > 0; ν > 0. В частности, полагая в уравнении (1.1.1)

ν = 1, 2, мы получим нелинейное уравнение теплопроводности в слу-

чаях цилиндрической и сферической симметрии соответственно. Будем

предполагать, что функция f(τ) обладает свойствами

f(0) = 0; f ′(0) = f1 > 0. (1.1.3)

Теорема 1. Пусть функция f = f(τ), удовлетворяющая условиям

(1.1.3), является аналитической в некоторой окрестности τ = 0. То-

гда задача (1.1.1), (1.1.2) имеет единственное аналитическое решение

в некоторой полной окрестности τ = 0, ρ = R, если выбран знак uρ| τ=0
ρ=R

.

Под аналитическим решением задачи (1.1.1), (1.1.2) в данном слу-

чае понимается функция u = u(τ, ρ), которая, во-первых, удовлетворяет

условию (1.1.2), во-вторых, обращает уравнение (1.1.1) в тождество, и

в-третьих, для которой ряд Тейлора определен и сходится в некоторой

окрестности точки τ = 0, ρ = R.

Доказательство данной теоремы представлено в следующем разделе.

Предваряя его, сделаем несколько комментариев к формулировке.

1. Уравнение (1.1.1) имеет второй порядок по переменной ρ, а гранич-

ное условие для него задано только одно. Однако, поскольку при τ = 0,

ρ = R в (1.1.1) обращается в нуль множитель при старших производ-

ных, то порядок уравнения в этой точке вырождается. Наличие такой

особенности и позволяет доказать для задачи (1.1.1), (1.1.2) теорему су-

ществования и единственности.

2. Разрешимость задачи (1.1.1), (1.1.2) устанавливается в полной окрест-

ности, т. е. как во внутренней ρ < R, так и во внешней ρ > R областях.
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При этом размер окрестности, в которой определено решение, зависит

от параметров задачи ν, σ,R, а также вида функции f(t) и может быть,

как и в теореме Коши-Ковалевской [57], сколь угодно малым.

3. Единственность решения здесь устанавливается а) в малой окрест-

ности точки вырождения; б) в классе аналитических функций; в) при

наличии дополнительного предположения (выбор знака производной по

ρ). За пределами окрестности или при отказе от аналитичности решения,

по-видимому, единственность может нарушаться. На такое предположе-

ние, в частности, наводят свойства соответствующей линейной задачи

(см., например, [116]).

4. Выбор знака uρ| τ=0
ρ=R

здесь в определенном смысле аналогичен выбо-

ру решения задачи без начальных данных с одним граничным условием

для линейного уравнения теплопроводности (см. [116], гл. III, §4): в моно-
графии строятся два решения указанной задачи для полубесконечного

стержня. Одно из решений является на луче x > 0 ограниченным, а

второе — неограниченным.

5. Задача (1.1.1), (1.1.2) в случае ν = 0 (плоской симметрии) ранее

была подробно изучена А.Ф. Сидоровым [104] и его учениками [8, 16].

В частности, были построены решения в виде специальных рядов и до-

казаны теоремы существования и единственности локально аналитиче-

ских решений, аналогичные теореме 1. Однако наличие дополнительно-

го слагаемого в правой части уравнения (1.1.1) при ν 6= 0 не позволяет

автоматически перенести доказательство теоремы на случай, который

рассматриваются здесь.

6. С.П. Баутин утверждает, что сформулированная выше теорема 1

сводится к теореме 7.1 из работы [8]. Однако обоснование, которое он при

этом предлагает [10], во-первых, содержит пробелы [36], а во-вторых, от-

носится только к случаям ν = 1, 2, тогда как теорема 1 справедлива при

любых значениях положительных параметра ν, а не только при ν = 1, 2,

соответствующих случаям цилиндрической (сферической) симметрии.
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7. Теорема 1 в дальнейшем будет использована (см. раздел 1.3) для по-

строения решения начально-краевой задачи об инициировании тепловой

волны, движущейся с конечной скоростью по холодному фону. Решения

такого типа с точки зрения приложений особенно актуальны для ма-

тематического описания медленно протекающих процессов диффузии и

фильтрации, где существование нулевого фронта, движущегося с конеч-

ной скоростью, общеизвестно [5].

Проведем некоторые несложные вспомогательные преобразования за-

дачи (1.1.1), (1.1.2).

Сначала домножим уравнение (1.1.1) на ρ2. Получаем

ρ2uτ = u(νρuρ + ρ2uρρ) +
1

σ
ρ2u2

ρ. (1.1.4)

Теперь, чтобы привести краевое условие (1.1.2) к более удобному ви-

ду, проведем замену t = τ ; r = ρ − R. В итоге задача (1.1.1), (1.1.2)

принимает вид

(r +R)2ut = u
[
ν(r +R)ur + (r +R)2urr

]
+

1

σ
(r +R)2u2

r, (1.1.5)

u(t, r)|r=0 = f(t). (1.1.6)

Задача (1.1.5), (1.1.6) в силу невырожденности и аналитичности пре-

образований эквивалентна задаче (1.1.1), (1.1.2) при ρ 6= 0.

1.2 Доказательство существования аналитического решения

Доказательство проводится поэтапно по следующему плану:

1. В задаче (1.1.5), (1.1.6) делается несколько невырожденных аналити-

ческих замен переменных, позволяющих привести ее к специальному

(характеристическому) виду: a) сначала в задаче делается замена,

переводящая неизвестный пока нулевой фронт в координатную ось,

что добавляет в задачу дополнительную искомую функцию и допол-

нительное краевое условие (равенство нулю функции u на фронте);

b) далее в задаче делается замена, меняющая ролями неизвестную
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функцию u и одну из независимых переменных (специальный аналог

преобразования годографа), что позволяет избавиться от неизвест-

ной функции b и одного из краевых условий; c) следующая замена

переводит в координатную ось кривую u = f(t); d) последняя заме-

на представляет собой частичное разложение неизвестной функции в

ряд Тейлора, при этом краевое условие вносится в уравнение. Резуль-

татом всех этих преобразований является одно уравнение, имеющее

вырождение (как и исходное), но для которого мы имеем характери-

стическую задачу Коши (хзК) специального вида [9, 67,104].

2. Решение преобразованной задачи строится в виде характеристиче-

ского ряда по степеням одной переменной, коэффициенты которого

определяются однозначно (при выборе знака первого из них).

3. Для полученной хзК строится мажорантная задача, решение кото-

рой имеет вид характеристического ряда по степеням одной перемен-

ной с однозначно определяемыми коэффициентами. Устанавливает-

ся, что он является мажорантным для ряда, полученного на преды-

дущем этапе.

4. Доказывается сходимость путем построения еще одной мажоранты.

При составлении данного плана за основу взята методика, предложенная

в [8].

Этап 1. В задаче (1.1.5), (1.1.6) сделаем замену τ = t;

s = r − b(t).
(1.2.1)

в которой b— пока еще неизвестная функция, аналитическая в некоторой

окрестности t = 0 и удовлетворяющая условиям

b(0) = 0, b′(0) > 0,

для которой выполняется равенство

u(t, r)|r=b(t) = 0. (1.2.2)
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Якобиан J1 замены (1.2.1) равен

J1 =

∣∣∣∣∣∣ τt st

τr sr

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1 −bt
0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1,

следовательно, замена невырождена.

Производные пересчитаем в соответствии с соотношениями

∂

∂t
= τt

∂

∂τ
+ st

∂

∂s
=

∂

∂τ
− bt

∂

∂s
;

∂

∂r
= τr

∂

∂τ
+ sr

∂

∂s
=

∂

∂s
.

Получаем следующие формулы:

ut = uτ − bτus; ur = us; urr = uss.

Задача (1.1.5), (1.1.6) принимает вид

(s+ b+R)2(uτ − b′us) = u
[
ν(s+ b+R)us + (s+ b+R)2uss

]
+

+
1

σ
(s+ b+R)2u2

s; (1.2.3)

u(τ, s)|s=−b(τ) = f(τ); (1.2.4)

u(τ, s)|s=0 = 0. (1.2.5)

Таким образом, мы получили задачу, включающую в себя две неиз-

вестные функции u и b и два краевых условия (1.2.4) и (1.2.5) (преобра-

зованные (1.1.6) и (1.2.2) соответственно).

Теперь в задаче (1.2.3), (1.2.4), (1.2.5) поменяем ролями неизвестную

функцию u и независимую переменную s с помощью замены t = τ ;

s = s(τ, u).
(1.2.6)

Замена (1.2.6), являющаяся специальным аналогом преобразования го-

дографа, нужна для того, чтобы избавиться в получившейся задаче от
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неизвестной функции b. Якобиан J2 замены равен

J2 =

∣∣∣∣∣∣ tτ sτ

tu su

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1 sτ

0 su

∣∣∣∣∣∣ = su =
1

us
.

Докажем, что замена (1.2.6) невырождена. Положим в уравнении (1.2.3)

τ = s = 0. С учетом равенств b(0) = 0 и (1.2.5) придем к уравнению

−R2b′(0)us|τ=s=0 =
1

σ
R2(us|τ=s=0)

2,

разрешая которое получаем (случай us|τ=s=0 = 0 приводит к тривиаль-

ному решению), что

us|τ=s=0 = −σb′(0).

Так как по условию b′(0) 6= 0, то в силу аналитичности функции b нера-

венство b′ 6= 0 справедливо в некоторой окрестности τ = 0, и, следова-

тельно, замена невырождена.

Исходя из соотношения

∂

∂u
= su

∂

∂s
+ τu

∂

∂τ
= su

∂

∂s
,

получаем, что производные по s изменяются в соответствии с формулами

∂

∂s
=

1

su

∂

∂u
;

∂2

∂s2 =
1

su

∂

∂u

(
1

su

∂

∂u

)
= −suu

s3
u

∂

∂u
+

1

s2
u

∂2

∂u2 .

Для производной по t имеем

∂

∂t
= st

∂

∂s
+ τt

∂

∂τ
= st

∂

∂s
+

∂

∂τ
=
st
su

∂

∂u
+

∂

∂τ
.

Отсюда получаем, что
∂

∂τ
=

∂

∂t
− st
su

∂

∂u
.

В конце концов, мы получаем следующие формулы для производных,

входящих в уравнение (1.2.3):

uτ = − st
su

; us =
1

su
; uss = −suu

s3
u

.

Уравнение (1.2.3) принимает вид

(s+ b+R)2(− st
su
− b′

su
) = u

[ν(s+ b+R)

su
− (s+ b+R)2suu

s3
u

]
+
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+
1

σ

(s+ b+R)2

s2
u

. (1.2.7)

Домножим теперь обе части уравнения (1.2.7) на −s3
u. Получаем равен-

ство

(s+ b+R)2(st + b′)s2
u = u

[
− ν(s+ b+R)s2

u + (s+ b+R)2suu

]
−

− su
σ

(s+ b+R)2. (1.2.8)

Из краевого условия (1.2.4), которое теперь запишется в виде

s(t, u)|u=f(t) = −b(t),

можно выразить функцию b

b(t) = −s(t, u)|u=f(t),

а также найти ее производную

b′ = −st|u=f − su|u=ff
′.

После подстановки полученных формул в уравнение (1.2.8) имеем

(s− s|u=f +R)2(st − st|u=f − su|u=ff
′)s2

u =

= u
[
−ν(s−s|u=f+R)s2

u+(s−s|u=f+R)2suu

]
− su
σ

(s−s|u=f+R)2. (1.2.9)

Таким образом, мы вновь получили задачу, включающую в себя одну

неизвестную функцию s, одно уравнение (1.2.9) и одно краевое условие

(1.2.5), которое преобразуется в виде

s(t, u)|u=0 = 0. (1.2.10)

В задаче (1.2.9), (1.2.10) проведем еще одну замену переменных v = u;

w = u− f(t)
(1.2.11)

для того, чтобы сделать u = f(t) новой координатной осью w = 0.

Якобиан J3 замены (1.2.11) равен

J3 =

∣∣∣∣∣∣ vt wt

vu wu

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 0 −f ′

1 1

∣∣∣∣∣∣ = f ′.
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По условию теоремы функция f ′(t) аналитична, и справедливо неравен-

ство f ′(0) > 0. Следовательно, f ′(t) > 0 в некоторой окрестности t = 0,

а значит и замена в этой окрестности невырождена.

Недостаток замены (1.2.11) заключается в том, что она не дает явно-

го выражения для переменной t. Для того, чтобы полностью выразить

старые переменные через новые, нам придется воспользоваться теоре-

мой о неявной функции. Забегая вперед, укажем, что именно из-за этого

нам далее потребуется дополнительный раздел, в котором решение зада-

чи (1.1.5), (1.1.6) будет построено в явном виде по степеням физических

перменных.

Запишем второе соотношение замены (1.2.11) в виде

Ψ(v − w, t) ≡ v − w − f(t) = 0. (1.2.12)

Продифференцировав Ψ по t, получаем, что Ψt = −f ′. Как уже отме-

чалось выше, в некоторой окрестности t = 0 справедливо неравенство

f ′ > 0, т. е. можно утверждать, что в этой окрестности Ψt < 0. Следова-

тельно, по теореме о неявной функции, соотношение (1.2.12) определяет

аналитическую функцию

t = ψ(v − w).

Причем, так как f(0) = 0, то и ψ(v − w) обращается в нуль при v = w.

Чтобы сделать дальнейшую запись менее громоздкой, введем обозна-

чение

F (v − w) = −f ′(t)|t=ψ(v−w).

Отметим, что в силу аналитичности функции F справедливо представ-

ление

F (v − w) = F0(w) + vF1(v, w).

При этом

F0 = F |v=0, F0|w=0 = −f ′(0) = −f1.
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Теперь пересчитаем производные в уравнении (1.2.9). Производные

преобразуются в соответствии с формулами

∂

∂t
= vt

∂

∂v
+ wt

∂

∂w
= −f ′ ∂

∂w
= F

∂

∂w
;

∂

∂u
= vu

∂

∂v
+ wu

∂

∂w
=

∂

∂v
+

∂

∂w
;

∂2

∂u2 =

(
∂

∂v
+

∂

∂w

)(
∂

∂v
+

∂

∂w

)
=

∂2

∂v2 + 2
∂2

∂v∂w
+

∂2

∂w2 .

Отсюда следует, что окончательно производные преобразуются в виде

st = Fsw; su = sv + sw; suu = svv + 2svw + sww.

Таким образом, после замены (1.2.11) задача (1.2.9), (1.2.10) примет

вид

(s− s|w=0 +R)2[Fsw − (Fsw)|w=0 + (sv + sw)|w=0F ](sv + sw)2 =

= v
[
− ν(s− s|w=0 +R)(sv + sw)2 + (s− s|w=0 +R)2(svv + 2svw + sww)

]
−

− sv + sw
σ

(s− s|w=0 +R)2; (1.2.13)

s(v, w)|v=0 = 0. (1.2.14)

Перед тем как построить мажорантную задачу, сделаем в задаче (1.2.13),

(1.2.14) последнюю замену. Так как мы доказываем существование ана-

литического решения, представим неизвестную функцию s в виде ча-

стичного разложения в ряд по степеням v:

s(v, w) = s0(w) + vs1(w) + v2S(v, w).

Из условия (1.2.14) следует, что s0 ≡ 0. Остается определить функцию

s1 = sv|v=0. Для этого положим в уравнении (1.2.13) v = 0. С учетом

равенств

s|v=0 = sw|v=0 = 0,

F |v=0 = F0, F |v=w=0 = −f1,
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получаем уравнение

R2s1|w=0F0s
2
1 = −s1

σ
R2.

Предполагая, что s1 6= 0, поделим обе части уравнения на R2s1. Получа-

ем равенство

s1|w=0F0s1 = −1

σ
. (1.2.15)

Положив в (1.2.15) w = 0, мы сможем найти функцию s1,0 = s1|w=0 =

sv|v=w=0

−s2
1,0f1 = −1

σ
.

Отсюда

s2
1,0 =

1

σf1
.

Получаем, что s1,0 определяется двояко по формуле

s1,0 = ± 1√
σf1

.

Как будет показано далее (см. следствие 1), выбор знака у s1,0 при по-

строении тепловой волны определяет направление движения теплового

фронта: при s1,0 > 0 — во внутреннюю область многообразия, на котором

заданы краевые условия, при s1,0 < 0 — во внешнюю. В данном случае

выбор знака у s1,0 имеет более существенное значение, чем, например, в

случае ν = 0 [8], так как задача (1.1.5), (1.1.6) имеет особенность в точке

ρ = R, и при s > 0 тепловая волна будет приближаться к особой точке.

Ниже мы будем рассматривать случай, когда s1,0 < 0. Второй случай

рассматривается аналогично.

Из формулы (1.2.15) определим s1:

s1 =

√
σf1

σF0
. (1.2.16)

Теперь в уравнение (1.2.13) остается подставить разложение

s(v, w) = vs1(w) + v2S(v, w), (1.2.17)

предполагая, что S(v, w) — новая неизвестная функция. Пересчитывая

производные, получаем следующие формулы:

sv = s1 + 2vS + v2Sv; svv = 2S + 4vSv + v2Svv;
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sw = vs1w + v2Sw; sww = vs1ww + v2Sww;

svw = s1w + 2vSw + v2Svw.

Получаем, что после замены (1.2.17) уравнение (1.2.13) запишется в

виде

[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R]2×

×[F (vs1w + v2Sw)− (vs1w + v2Sw)|w=0F |w=0+

+(s1 + 2vS+ v2Sv + vs1w + v2Sw)|w=0F ](s1 + 2vS+ v2Sv + vs1w + v2Sw)2 =

= v
{
−ν[vs1 +v2S− (vs1 +v2S)|w=0 +R](s1 +2vS+v2Sv+vs1w+v2Sw)2+

+[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R]2×

×[2S + 4vSv + v2Svv + 2(s1w + 2vSw + v2Svw) + vs1ww + v2Sww]
}
−

−s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw
σ

[vs1+v
2S−(vs1+v

2S)|w=0+R]2; (1.2.18)

Теперь приведем уравнение (1.2.18) к более удобному для построения

мажорантной задачи виду. Сначала найдем в левой и правой частях урав-

нения (1.2.18) слагаемые, не зависящие от v (как будет показано ниже,

они равны между собой и сокращаются). Помня о равенстве F = F0+vF1,

преобразуем левую часть:

[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0+R]2[F (vs1w+v2Sw)−(vs1w+v2Sw)|w=0F |w=0+

+(s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)|w=0F ]×

×(s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2 = R2F0s1,0s
2
1 + vα0.

Здесь α0 определяется по формуле

α0 =
{

2R[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0]+v[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0]
2
}
α0,1+

+R2
[
F (s1w + vSw)− (s1w + vSw)|w=0F |w=0 + s1,0F1+

+(2S + vSv + s1w + vSw)|w=0F
]
α0,2+

+R2F0s1,0

[
2s1(2S + vSv + s1w + vSw) + v(2S + vSv + s1w + vSw)2

]
,
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в которой за α0,1 и α0,2 обозначены выражения

α0,1 =
[
F (vs1w + v2Sw)− (vs1w + v2Sw)|w=0F |w=0 + s1,0F+

+(2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)|w=0F
]
α0,2;

α0,2 = s2
1 + 2s1(2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw) + (2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2.

В правой части уравнения (1.2.18) слагаемые, не зависящие от v, мо-

гут содержаться лишь в выражении при множителе −1/σ. Для этого

выражения получаем

−s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw
σ

[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R]2 =

= −R
2s1

σ
+ vα1.

Здесь α1 имеет вид

α1 = −2S + vSv + s1w + vSw
σ

[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R]2−

−s1

σ

{
2R[s1 + vS − (s1 + vS)|w=0] + v[s1 + vS − (s1 + vS)|w=0]

2
}
.

Теперь уравнение (1.2.18) можно записать в виде

R2F0s1,0s
2
1 + vα0 =

= v
{
−ν[vs1 +v2S− (vs1 +v2S)|w=0 +R](s1 +2vS+v2Sv+vs1w+v2Sw)2+

+[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R]2×

×[2S + 4vSv + v2Svv + 2(s1w + 2vSw + v2Svw) + vs1ww + v2Sww]
}
−

− R2s1

σ
+ vα1. (1.2.19)

Заметим, что слагаемые, не зависящие от переменной v, в левой и пра-

вой частях уравнения равны между собой. Действительно, преобразовав

с учетом (1.2.16) слагаемое в левой части, получим

R2F0s1,0s
2
1 = R2F0

(
− 1√

σf1

) √
σf1

σF0
s1 = −R2s1

σ
.

После приведения подобных и деления на v уравнение (1.2.19) запи-

шется в виде

α0 =
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= −ν[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R](s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2+

+[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R]2×

×[2S+4vSv+v2Svv+2(s1w+2vSw+v2Svw)+vs1ww+v2Sww]+α1. (1.2.20)

Выделим теперь в уравнении (1.2.20) слагаемые, зависящие от выра-

жений вида

vi
∂jS

∂vj
, i ≤ j, i, j ∈ N. (1.2.21)

Сразу скажем, что для нашего уравнения это будут выражения S, S|w=0,

vSv, vSv|w=0, v2Svv. Цель такого преобразования станет понятной на вто-

ром этапе доказательства, а именно, при построении формального реше-

ния уравнения (1.2.18).

Рассмотрим левую часть уравнения. Функция α0 определяется по фор-

муле

α0 =
{

2R[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0]+v[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0]
2
}
α0,1+

+R2
[
F (s1w + vSw)− (s1w + vSw)|w=0F |w=0 + s1,0F1+

+(2S + vSv + s1w + vSw)|w=0F
]
α0,2+

+R2F0s1,0

[
2s1(2S + vSv + s1w + vSw) + v(2S + vSv + s1w + vSw)2

]
.

Первое слагаемое не зависит от выражений вида (1.2.21). Рассмотрим

второе слагаемое

R2
[
F (s1w + vSw)− (s1w + vSw)|w=0F |w=0 + s1,0F1+

+(2S + vSv + s1w + vSw)|w=0F
]
α0,2 =

= R2(2S + vSv)|w=0F0α0,2+

+R2
[
F (s1w + vSw)− (s1w + vSw)|w=0F |w=0 + s1,0F1+

+(s1w + vSw)|w=0F + (2S + vSv)|w=0vF1

]
α0,2 =

= R2(2S + vSv)|w=0F0s
2
1+

+R2(2S + vSv)|w=0F0

[
2s1(2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)+
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+(2vS+v2Sv+vs1w+v2Sw)2
]

+R2
[
F (s1w+vSw)−(s1w+vSw)|w=0F |w=0+

+s1,0F1 + (s1w + vSw)|w=0F + (2S + vSv)|w=0vF1

]
α0,2.

Третье слагаемое запишем в виде

R2F0s1,0

[
2s1(2S + vSv + s1w + vSw) + v(2S + vSv + s1w + vSw)2

]
=

= 2R2F0s1,0s1(2S+ vSv + s1w + vSw) +R2F0s1,0v(2S+ vSv + s1w + vSw)2 =

= 2R2F0s1,0s1(2S + vSv) + 2R2F0s1,0s1(s1w + vSw)+

+R2F0s1,0v(2S + vSv + s1w + vSw)2.

Получаем, что функцию α0 можно представить в виде

α0 = R2(2S + vSv)|w=0F0s
2
1 + 2R2F0s1,0s1(2S + vSv) + α0,3,

в котором α0,3 определяется по формуле

α0,3 =
{

2R[vs1+v
2S−(vs1+v

2S)|w=0]+v[vs1+v
2S−(vs1+v

2S)|w=0]
2
}
α0,1+

+R2(2S + vSv)|w=0F0

[
2s1(2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)+

+(2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2
]
+

+R2
[
F (s1w + vSw)− (s1w + vSw)|w=0F |w=0 + s1,0F1+

+(s1w + vSw)|w=0F + (2S + vSv)|w=0vF1

]
α0,2+

+2R2F0s1,0s1(s1w + vSw) +R2F0s1,0v(2S + vSv + s1w + vSw)2.

Рассмотрим теперь правую часть уравнения (1.2.20):

−ν[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R](s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2+

+[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R]2×

×[2S + 4vSv + v2Svv + 2(s1w + 2vSw + v2Svw) + vs1ww + v2Sww] + α1.

От выражений вида (1.2.21) могут зависеть только 2-ое и 3-е слагае-

мые. Рассмотрим их по отдельности. Второе слагаемое можно записать

в виде

[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0+R]2[2S+4vSv+v2Svv+2(s1w+2vSw+v2Svw)+
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+vs1ww + v2Sww] = [vs1 + v2S− (vs1 + v2S)|w=0 +R]2[2S+ 4vSv + v2Svv]+

+[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0+R]2[2(s1w+2vSw+v2Svw)+vs1ww+v2Sww] =

= R2[2S + 4vSv + v2Svv] + α2,

в котором α2 определяется по формуле

α2 = 2R[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0][2S + 4vSv + v2Svv]+

+[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0]
2[2S + 4vSv + v2Svv]+

+[vs1 +v2S−(vs1 +v2S)|w=0 +R]2[2(s1w+2vSw+v2Svw)+vs1ww+v2Sww].

Для третьего слагаемого α1 получаем равенство

α1 = −2S + vSv + s1w + vSw
σ

[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R]2−

−s1

σ

{
2R[s1 + vS − (s1 + vS)|w=0] + v[s1 + vS − (s1 + vS)|w=0]

2
}

=

= −2S + vSv
σ

R2 + α1,1.

Функция α1,1 определяется по формуле

α1,1 = −2R
2S + vSv + s1w + vSw

σ
[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0]−

−2S + vSv + s1w + vSw
σ

[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0]
2−

−s1

σ

{
2R[s1 + vS − (s1 + vS)|w=0] + v[s1 + vS − (s1 + vS)|w=0]

2
}
.

В итоге уравнение (1.2.20) запишется в виде

R2(2S + vSv)|w=0F0s
2
1 + 2R2F0s1,0s1(2S + vSv) + α0,3 =

= −ν[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R](s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2+

+R2[2S + 4vSv + v2Svv] + α2 −
2S + vSv

σ
R2 + α1,1. (1.2.22)

Преобразуя уравнение (1.2.22), получаем

ν[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R](s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2+

+α0,3 − α2 − α1,1 = R2[2S(1− 2F0s1,0s1 −
1

σ
)+

+vSv(4− 2F0s1,0s1 −
1

σ
) + v2Svv]−R2(2S + vSv)|w=0F0s

2
1,
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или, после деления на R2,

ν

R2 [vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R](s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2+

+
1

R2 [α0,3 − α2 − α1,1] = 2S(1− 2F0s1,0s1 −
1

σ
)+

+ vSv(4− 2F0s1,0s1 −
1

σ
) + v2Svv − (2S + vSv)|w=0F0s

2
1. (1.2.23)

Заметим, что левая часть уравнения (1.2.23) представима в виде h0(v, w)+

vh1 + v2h2, в котором

h1 = h1(v, w, S, S|w=0, Sw, Sw|w=0);

h2 = h2(v, w, S, S|w=0, Sw, Sw|w=0, Sww, Sv, Svw).

В силу справедливости равенств

1− 2F0s1,0s1 −
1

σ
= 1− 2F0

(
− 1√

σf1

) √
σf1

σF0
− 1

σ
= 1 +

2

σ
− 1

σ
= 1 +

1

σ
;

4− 2F0s1,0s1 −
1

σ
= 4 +

2

σ
− 1

σ
= 4 +

1

σ
;

F0s
2
1 = F0

√
σf1

σF0
s1 =

√
σf1

σ
s1 = −1

σ

s1

s1,0
;

получаем, что уравнение (1.2.23) можно записать в виде

2
(

1 +
1

σ

)
S +

(
4 +

1

σ

)
vSv + v2Svv +

2

σ

s1

s1,0
(S|w=0) +

1

σ

s1

s1,0
v(Sv|w=0) =

= h0(v, w) + vh1 + v2h2, (1.2.24)

Таким образом, после замены (1.2.17) задача (1.2.13), (1.2.14) свелась к

одному уравнению (1.2.24). Поскольку все выполненные преобразования

были невырожденными и локально аналитичными, уравнение (1.2.24)

эквивалентно задаче (1.1.5), (1.1.6), по крайней мере, в некоторой малой

окрестности точки t = 0, r = 0.

Для уравнения (1.2.24) несложно определить значения S(0, w) = S0 и

Sv(0, w) = S1. Для этого положим в уравнении (1.2.24) v = 0. Получаем

2
(

1 +
1

σ

)
S0 +

2

σ

s1

s1,0
(S0|w=0) = h0(0, w).
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Положив в последнем равенстве w = 0, получим, что

S0|w=0 =
(

2 +
4

σ

)−1
h0(0, 0).

Отсюда находим S0:

S0 =
(

2 +
2

σ

)−1[
h0(0, w)− 2

σ

s1

s1,0

(
2 +

4

σ

)−1
h0(0, 0)

]
. (1.2.25)

Функцию S1 найдем, продифференцировав уравнение (1.2.24) по v и

положив v = 0:

2
(

1+
1

σ

)
S1+

(
4+

1

σ

)
S1+

2

σ

s1

s1,0
(S1|w=0)+

1

σ

s1

s1,0
(S1|w=0) = h0v(0, w)+h1|v=0.

Преобразуя последнее уравнение, получаем(
6 +

3

σ

)
S1 +

3

σ

s1

s1,0
(S1|w=0) = h0v(0, w) + h1|v=0.

Полагая w = 0, найдем S1|w=0:

S1|w=0 =
(

6 +
6

σ

)−1
[h0v(0, 0) + h1|v=w=0].

Получаем, что S1 определяется по формуле

S1 =
(

6 +
3

σ

)−1{
h0v(0, w) + h1|v=0−

− 3

σ

s1

s1,0

(
6 +

6

σ

)−1
[h0v(0, 0) + h1|v=w=0]

}
. (1.2.26)

Таким образом, получена характеристическая задача Коши (хзК) спе-

циального (т. е. не являющаяся хзК стандартного вида [9]) для уравнения

второго порядка (1.2.24) с условиями S(0, w) = S0 и Sv(0, w) = S1, где

S0 и S1 определяются по формулам (1.2.25) и (1.2.26) соответственно.

Задача (1.2.24), (1.2.25), (1.2.26) имеет особенность при v = 0, однако

на последующих этапах эта особенность будет раскрыта и показано, что

она является устранимой. Отметим, что исследование задач с данными

на характеристиках является одним из классических направлений тео-

рии дифференциальных уравнений с частными производными со времен

Б. Римана [87].

Этап 2. Построим теперь решение уравнения (1.2.24) в виде ряда

S(v, w) =
∞∑
k=0

Sk(w)
vk

k!
; (1.2.27)
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Sk(w) =
∂kS

∂vk

∣∣∣
v=0

.

Коэффициенты S0 и S1 были определены на предыдущем этапе дока-

зательства.

Чтобы определить Sk, k ≥ 2, продифференцируем уравнение (1.2.24)

k раз по v и положим v = 0. При этом будем пользоваться формулой

∂k(αβ)

∂vk
=

k∑
i=0

C i
k

∂iα

∂vi
∂k−iβ

∂vk−i
, (1.2.28)

справедливость которой можно без труда доказать индукцией по k. По-

лучаем уравнение

2
(

1 +
1

σ

)
Sk +

(
4 +

1

σ

) k∑
i=0

C i
k

∂iv

∂vi

∣∣∣
v=0

∂k−iSv
∂vk−i

∣∣∣
v=0

+

+
k∑
i=0

C i
k

∂i(v2)

∂vi

∣∣∣
v=0

∂k−iSvv
∂vk−i

∣∣∣
v=0

+
2

σ

s1

s1,0
(Sk|w=0)+

+
1

σ

s1

s1,0

k∑
i=0

C i
k

∂iv

∂vi

∣∣∣
v=0

∂k−iSv
∂vk−i

∣∣∣
v=w=0

=

=
∂kh0

∂vk

∣∣∣
v=0

+
k∑
i=0

C i
k

∂iv

∂vi

∣∣∣
v=0

∂k−ih1

∂vk−i

∣∣∣
v=0

+
k∑
i=0

C i
k

∂i(v2)

∂vi

∣∣∣
v=0

∂k−ih2

∂vk−i

∣∣∣
v=0

,

которое, с учетом того, что

∂ivj

∂vi

∣∣∣
v=0

=

 0, i 6= j

j!, i = j, i, j ∈ N

запишется в виде

2
(

1 +
1

σ

)
Sk +

(
4 +

1

σ

)
kSk + (k − 1)kSk +

2

σ

s1

s1,0
(Sk|w=0)+

+
1

σ

s1

s1,0
k(Sk|w=0) =

=
∂kh0

∂vk

∣∣∣
v=0

+ k
∂k−1h1

∂vk−1

∣∣∣
v=0

+ (k − 1)k
∂k−2h2

∂vk−2

∣∣∣
v=0

. (1.2.29)

В силу свойств функций hi, i = 0, 1, 2, правая часть уравнения (1.2.29)

может зависеть лишь от S0, S1, ... ,Sk−1. Смысл приведения уравнения

47



(1.2.18) к виду (1.2.24) заключался в том, чтобы выделить в нем те сла-

гаемые, которые при построении решения в виде ряда (1.2.27) могут дать

k-й коэффициент.

Теперь, полагая в (1.2.29) w = 0, находим Sk|w=0

Sk|w=0 =
1

ξk + (k + 2)/σ

2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−ihi
∂vk−i

∣∣∣
v=w=0

.

Здесь за ξk обозначено число

ξk = 2
(

1 +
1

σ

)
+
(

4 +
1

σ

)
k + (k − 1)k.

Подставляя в (1.2.29) функцию Sk|w=0, получим, что

Sk =
1

ξk

[
− k + 2

σ

s1

s1,0

1

(ξk + (k + 2)/σ)

2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−ihi
∂vk−i

∣∣∣
v=w=0

+

+
2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−ihi
∂vk−i

∣∣∣
v=0

]
. (1.2.30)

Таким образом, мы построили решение уравнения (1.2.24) в виде фор-

мального степенного ряда (1.2.27), коэффициенты которого определяют-

ся однозначно (при выбранном знаке s1) по формулам (1.2.25), (1.2.26),

(1.2.30). Далее с помощью метода мажорант мы докажем его сходимость.

Этап 3. В начале построим мажорантное уравнение, которое уже не

будет включать в себя слагаемые, зависящие от значений неизвестных

функций при w = 0. Покажем, что уравнение вида

2
(

1 +
1

σ

)
Z +

(
4 +

1

σ

)
vZv + v2Zvv = [1 +B(w)]H, (1.2.31)

является мажорантным для уравнения (1.2.24), если

B(w)� − s1

s1,0
, H = H0 + vH1 + v2H2 � h0 + vh1 + v2h2.

Здесь

H0 = H0(v, w);

H1 = H1(v, w, Z, Zw);

H2 = H2(v, w, Z, Zw, Zww, Zv, Zvw).
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Для этого построим решение уравнения (1.2.31) в виде ряда

Z(v, w) =
∞∑
k=0

Zk(w)
vk

k!
, Zk(w) =

∂kZ

∂vk

∣∣∣
v=0

. (1.2.32)

Вычисляя коэффициенты также, как и на этапе 2, получаем следую-

щие формулы для Z0 и Z1:

Z0 =
(

2 +
2

σ

)
(1 +B)H0|v=0,

Z1 =
(

6 +
3

σ

)
(1 +B)(H0v +H1)|v=0.

Для k > 1 имеем

Zk =
1

ξk
(1 +B)

2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−iHi

∂vk−i

∣∣∣
v=0

.

Покажем теперь, что Zk � Sk. При этом будем пользоваться ниже-

следующими свойствами мажорант.

Замечание 2. Пусть для функцийQ(x1, ..., xn), q(x1, ..., xn),Q1(x1, ..., xn)

и q1(x1, ..., xn) выполняются следующие оценки:

Q� q, Q1 � q1.

Тогда

1. Q+Q1 � q + q1.

2. Если ζ — положительная константа, то ζQ� ζq.

3. Если η — константа, причем |η| ≤ 1, то Q� ηq.

4. Qxi � qxi.

5. Q(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn)� q(x1, ..., xi−1, 0, xi+1, ..., xn).

Рассмотрим правую часть (1.2.30). Так как, по определению,

B � − s1

s1,0
,

а число ξk > 1, то справедлива оценка

−k + 2

σ

s1

s1,0

1

(ξk + (k + 2)/σ)
= − s1

s1,0

(k + 2)/σ

(ξk + (k + 2)/σ)
� B.
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В силу справедливости соотношений
2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−ihi
∂vk−i

∣∣∣
v=0
�

2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−iHi

∂vk−i

∣∣∣
v=0

;

2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−ihi
∂vk−i

∣∣∣
v=w=0

�
2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−iHi

∂vk−i

∣∣∣
v=0

,

получаем, что

Sk �
1

ξk
(1 +B)

2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−iHi

∂vk−i

∣∣∣
v=0

= Zk.

Используя аналогичные рассуждения, нетрудно показать, что S0 � Z0 и

S1 � Z1. Таким образом, мы доказали, что решение уравнения (1.2.31)

мажорирует решение уравнения (1.2.24).

Осталось доказать, что ряд (1.2.32) сходится. Этому посвящен 4-й этап

доказательства теоремы.

Этап 4. Поскольку на финальном этапе в основном используются из-

вестные преобразования, то будем кратки в рассуждениях.

В работе [8] после проведения ряда замен получено уравнение (4.30) и

мажорантное для него уравнение (5.9), аналогичные уравнениям (1.2.24)

и (1.2.31) соответственно, и показывается, что решение уравнения (5.9)

мажорируется решением задачи Коши с аналитическими начальными

данными для уравнения типа Ковалевской (с. 50–51).

Аналогичным образом, можно показать, что решение уравнения (1.2.31)

мажорируется решением нижеследующей задачей Коши:

Zvv = [1 +B(w)](H0vv +H1v +H2); (1.2.33)

Zv|v=0 = Z1, Z|v=0 = Z0, (1.2.34)

для которой выполнены все условия теоремы Коши-Ковалевской и реше-

ние которой мажорирует нуль. Подробные выкладки, которые это обос-

новывают, для полноты изложения приводятся в Приложении 5.

Из того, что задача (1.2.33), (1.2.34) имеет единственное аналитиче-

ское мажорирующее нуль решение следует по построению сходимость
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ряда (1.2.32), откуда, в свою очередь, вытекает сходимость ряда (1.2.27),

сумма которого является решением уравнения (1.2.24). Поскольку, как

уже отмечалось, последнее эквивалентно задаче (1.1.5), (1.1.6) (получе-

но из него после серии невырожденных аналитических преобразований

в результате одного из которых, (1.2.17), граничное условие включено

в дифференциальное уравнение), получаем, что утверждение теоремы 1

справедливо.

1.3 Построение решения в виде ряда

Доказанная в предыдущем разделе теорема, фактически, обеспечива-

ет лишь существование и единственность аналитического решения крае-

вой задачи (1.1.1), (1.1.2), не позволяя построить решение в явном виде.

Опираясь на формулы, полученные при доказательстве, проблематич-

но получить какое-либо представление о самом решении и его свойствах

в силу большого количества сложных преобразований и использования

теоремы о неявной функции. Ниже будет приведена конструктивная схе-

ма построения решения задачи (1.1.1), (1.1.2) в виде ряда по физическим

переменным. Полученные при этом формулы, в частности, могут быть

использованы для выполнения численных расчетов. Кроме того, в дан-

ном разделе формулируется и доказывается утверждение о существова-

нии у рассматриваемой задачи решения типа аналитической тепловой

волны.

Для удобства перепишем исходную задачу (1.1.5), (1.1.6) в этом раз-

деле в виде

(r +R)2ut = u
[
ν(r +R)ur + (r +R)2urr

]
+

1

σ
(r +R)2u2

r, (1.3.1)

u(t, r)|r=0 = f(t). (1.3.2)

Для задачи (1.3.1), (1.3.2) построим решение в виде кратного степен-

ного ряда
∞∑

n,m=0

un,m
tn

n!

rm

m!
=

∞∑
n,m=0

un,m
τn

n!

(ρ−R)m

m!
, (1.3.3)
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в котором

un,m =
∂n+mu(t, r)

∂tn∂rm

∣∣∣
t=0
r=0

.

По условию теоремы 1, для функции f(t) в некоторой окрестности

t = 0 справедливо разложение

f(t) =
∞∑
n=0

fn
tn

n!
.

Из условия (1.3.3) можно определить коэффициенты un,0

u(t, r)|r=0 =
∞∑

n,m=0

un,m
tn

n!

rm

m!

∣∣∣
r=0

=
∞∑
n=0

un,0
tn

n!
=

∞∑
n=0

fn
tn

n!
.

Отсюда видно, что un,0 = fn. В частности, так как f(0) = 0, то u0,0 =

f0 = 0.

Далее коэффициенты ряда (1.3.3) будут определяться «послойно»: мы

уже определили un,m при n+m = 0, затем определим un,m такие, что n+

m = 1 и т. д. Чтобы определить коэффициент u0,1, положим в уравнении

(1.3.1) t = r = 0. С учетом того, что u|t=r=0 = u0,0 = 0, получаем

уравнение

R2u1,0 =
R2

σ
u2

0,1,

из которого видно, что u0,1 определяется двояко по формуле

u0,1 = ±
√
σf1.

Далее мы будем рассматривать случай

u0,1 = −
√
σf1 < 0.

Случай, когда коэффициент u0,1 положителен рассматривается анало-

гично.

Таким образом, мы определили все коэффициенты порядка 1 (усло-

вимся называть порядком коэффициента un,m сумму индексов n+m).

Продифференцируем теперь уравнение (1.3.1) по t и положим t = r =

0. Получим равенство

R2u2,0 = u1,0(νRu0,1 +R2u0,2) +
2

σ
R2u0,1u1,1
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или, что одно и то же,

R2f2 = νRf1u0,1 +R2f1u0,2 +
2

σ
R2u0,1u1,1.

Продифференцировав уравнение (1.3.1) по r и положив t = r = 0,

получим уравнение

2Rf1 +R2u1,1 = u0,1(νRu0,1 +R2u0,2) +
1

σ
(2Ru2

0,1 + 2R2u0,1u0,2),

приводя подобные и раскрывая скобки в котором, получаем

R2u1,1 = νσRf1 +R2u0,1u0,2 +
2

σ
R2u0,1u0,2.

В итоге мы получили систему из двух уравнений
R2f2 = νRf1u0,1 +R2f1u0,2 + 2

σR
2u0,1u1,1

R2u1,1 = νσRf1 +
(
1 + 2

σ

)
R2u0,1u0,2,

решив которую, можно найти коэффициенты u0,2 и u1,1

u0,2 =
Rf2 + 3νf1

√
σf1

(3 + 4/σ)Rf1
, u1,1 = −(1 + 2/σ)R

√
σf1f2 + 2νf 2

1

(3 + 4/σ)Rf1
.

Рассуждая аналогично, получаем формулы для коэффициентов по-

рядка три. Коэффициент u2,1 определяется по формуле

u2,1 =
1

(8 + 8/σ2 + 18/σ)
√
σf1

{ 1

(3 + 4/σ)f1

[(
f2 +

3ν

R
f1
√
σf1

)
×

×
(
σf2(2 + 7/σ + 4/σ2)− ν

R
(4 + 4/σ)σf1 − 6

ν

R
f1
√
σf1

)
−

−
(

(1 + 2/σ)
√
σf1f2 + 2

ν

R
f 2

1

)
σ(8/σ2 + 6/σ − 4)f1

ν

R

]
+

+
1

(3 + 4/σ)2f 2
1

[
2(2 + 7/σ + 4/σ2)

(
(1 + 2/σ)

√
σf1f2 + 2

ν

R
f 2

1

)2
−

−2(2 + 2/σ)(1 + 2/σ)
√
σf1

(
f2 +

3ν

R
f1
√
σf1

)(
(1 + 2/σ)

√
σf1f2 + 2

ν

R
f 2

1

)
+
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+2f1(1 + 2/σ)
(
f2 +

3ν

R
f1
√
σf1

)2]
+

+σ(2 + 7/σ + 4/σ2)
(
− ν

R
f2
√
σf1 − f3

)
+ 4f 2

1
ν

R2

}
.

Для коэффициента u1,2 имеем

u1,2 =
1

(8 + 8/σ2 + 18/σ)f1
√
σf1

{ 1

(3 + 4/σ)f1

[(
f2 +

3ν

R
f1
√
σf1

)
×

×
(
− (2 + 2/σ)

√
σf1f2 − (4 + 4/σ)f1

ν

R

√
σf1 − 6f1

ν

R

)
+

+
(

(1+2/σ)
√
σf1f2+2

ν

R
f 2

1

)(
(4+4/σ)f1

√
σf1

ν

R
+(8+8/σ)f1

ν

R

√
σf1

)]
+

+
1

(3 + 4/σ)2f 2
1

[
− (2 + 2/σ)

2

σ

√
σf1

(
(1 + 2/σ)

√
σf1f2 + 2

ν

R
f 2

1

)2
−

−(4 + 4/σ)(1 + 2/σ)f1

(
f2 +

3ν

R
f1
√
σf1

)(
(1 + 2/σ)

√
σf1f2 + 2

ν

R
f 2

1

)
+

+f1
√
σf1

2

σ
(1 + 2/σ)

(
f2 +

3ν

R
f1
√
σf1

)2]
+

+(2 + 2/σ)
√
σf1

( ν
R
f2
√
σf1 + f3

)
+

4

σ

ν

R2f
2
1

√
σf1

}
.

И, наконец, для u0,3 получаем формулу

u0,3 =
1

(8 + 8/σ2 + 18/σ)f1
√
σf1

{ 1

(3 + 4/σ)f1

[(
f2 +

3ν

R
f1
√
σf1

)
×

×
(
f2 +2f1

ν

R
−3(4+4/σ)f1

√
σf1

ν

R

)
−6
(

(1+2/σ)
√
σf1f2 +2

ν

R
f 2

1

) ν
R
f1

]
+

+
1

(3 + 4/σ)2f 2
1

[2

σ

(
(1 + 2/σ)

√
σf1f2 + 2

ν

R
f 2

1

)2
+
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+
2

σ

√
σf1(1 + 2/σ)

(
f2 +

3ν

R
f1
√
σf1

)(
(1 + 2/σ)

√
σf1f2 + 2

ν

R
f 2

1

)
+

+(4 + 4/σ)(1 + 2/σ)f1

(
f2 +

3ν

R
f1
√
σf1

)2]
−

− ν
R
f2
√
σf1 − f3 − (8 + 10/σ)

ν

R2σf
2
1

}
.

Можно видеть, что громоздкость выражений очень быстро растет с

увеличением порядка дифференцирования.

Прежде чем продолжить рассуждения, перепишем уравнение (1.3.1)

виде

(r +R)2ut = (r +R)2uurr +
(r +R)2

σ
u2
r + P1. (1.3.4)

Здесь P1 = ν(r +R)uur.

Поделив обе части уравнения (1.3.4) на (r +R)2, получаем уравнение

ut = uurr +
1

σ
u2
r + P2, (1.3.5)

где P2 = P1/(r +R)2.

Продифференцируем теперь уравнение (1.3.5) n−k раз по t и k раз по

r, предполагая, что k = 0, 1, ..., n, и положим t = r = 0. При этом будем

пользоваться формулой

∂n[α(t, r)β(t, r)]

∂tn−k∂rk
=

n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
k

∂i+jα

∂ti∂rj
∂n−i−jβ

∂tn−k−i∂rk−j
,

справедливость которой вытекает из формулы (1.2.28).

Получаем соотношение

un−k+1,k =
n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
kui,jun−k−i,k−j+2+

+
1

σ

n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
kui,j+1un−k−i,k−j+1 +

∂nP2

∂tn−k∂rk

∣∣∣
t=0
r=0

. (1.3.6)
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Выделим в ней все слагаемые, содержащие коэффициенты порядка n+1

и выше:

un−k+1,k = u0,0un−k,k+2 + (n− k)u1,0un−k−1,k+2 + ku0,1un−k,k+1+

+
n−k∑
i=0
i+j 6=0

k∑
j=0
i+j 6=1

C i
n−kC

j
kui,jun−k−i,k−j+2 +

2

σ
u0,1un−k,k+1+

+
1

σ

n−k∑
i=0
i+j 6=0

k∑
j=0
i+j 6=n

C i
n−kC

j
kui,j+1un−k−i,k−j+1 +

∂nP2

∂tn−k∂rk

∣∣∣
t=0
r=0

.

Преобразуя полученное выражение (с учетом того, что u0,0 = 0), по-

лучаем равенство

un−k+1,k +

(
k +

2

σ

)√
σf1un−k,k+1− (n− k)f1un−k−1,k+2 = Ln−k,k, (1.3.7)

в которой

Ln−k,k =
n−k∑
i=0
i+j 6=0

k∑
j=0
i+j 6=1

C i
n−kC

j
kui,jun−k−i,k−j+2+

+
1

σ

n−k∑
i=0
i+j 6=0

k∑
j=0
i+j 6=n

C i
n−kC

j
kui,j+1un−k−i,k−j+1 +

∂nP2

∂tn−k∂rk

∣∣∣
t=0
r=0

.

Формально, формулу (1.3.7) можно считать справедливой лишь для

k = 0, 1, ..., n−1, так как она содержит коэффициент un−k−1,k+2, не опре-

деленный при k = n. Для случая k = n ее следует вывести отдельно из

формулы (1.3.6), которая запишется в виде

u1,n =
n∑
j=0

Cj
nu0,ju0,n−j+2 +

1

σ

n∑
j=0

Cj
nu0,j+1u0,n−j+1 +

∂nP2

∂rn

∣∣∣
t=0
r=0

. (1.3.8)

Преобразовав (1.3.8) аналогичным образом, получаем

u1,n +

(
n+

2

σ

)√
σf1u0,n+1 = L0,n, (1.3.9)

где

L0,n =
n∑
j=2

Cj
nu0,ju0,n−j+2 +

1

σ

n−1∑
j=1

Cj
nu0,j+1u0,n−j+1 +

∂nP2

∂rn

∣∣∣
t=0
r=0

.
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Отметим, что производные ∂nP2

∂tn−k∂rk
|t=r=0, k = 0, 1, ..., n, зависят лишь

от тех коэффициентов, порядок которых не превышает n. Действитель-

но, рассмотрим P2

P2 =
P1

(r +R)2 = ν
uur
r +R

.

После применения к P2 оператора ∂n

∂tn−k∂rk
|t=r=0, получаем

∂n

∂tn−k∂rk

(
ν

r +R
uur

) ∣∣∣
t=0
r=0

=

=
n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
k

∂i+j

∂ti∂rj

(
u

r +R

) ∣∣∣
t=0
r=0

un−k−i,k−j+1 = ν
n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
k×

×

[
i∑

m=0

j∑
l=0

Cm
i C

l
jum,l

∂i−m+j−l

∂ti−m∂rj−l

(
1

r +R

) ∣∣∣
r=0

]
un−k−i,k−j+1 =

= ν

n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
k

[
j∑
l=0

C l
jui,l

(
1

r +R

)(j−l) ∣∣∣
r=0

]
un−k−i,k−j+1 =

= ν

n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
k

[
j∑
l=0

C l
jui,l

(−1)j−l(j − l)!
Rj−l+1

]
un−k−i,k−j+1.

В этой сумме коэффициент порядка n + 1 может содержаться лишь в

слагаемом при i = j = 0:

ν

R
u0,0un−k,k+1 = 0.

Таким образом, мы показали, что Ln−k,k, k = 0, 1, ..., n, зависят лишь

от тех коэффициентов, порядок которых не превышает числа n.

Предположим теперь, что мы определили все коэффициенты ряда

(1.3.3) до n-го порядка включительно. Используя формулы (1.3.7) и (1.3.9),

получаем систему из n+ 1 уравнений

An+1 ×


un,1

un−1,2
...

u0,n+1

 =


Ln,0 − fn+1

Ln−1,1
...

L0,n

 , (1.3.10)
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в которой An+1 — квадратная трехдиагональная матрица вида

An+1 =



a0 bn 0 . . . 0 0

1 a1 bn−1 . . . 0 0

0 1 a2 . . . 0 0

. . . . . .

0 0 0 . . . an−1 b1

0 0 0 . . . 1 an


(1.3.11)

с элементами

ai =

(
i+

2

σ

)√
σf1 > 0, i = 0, 1, ..., n;

bj = −jf1 < 0, j = 1, ..., n.

Отметим, что все элементы наддиагонали матрицы (1.3.11) отрица-

тельны, а элементы поддиагонали и главной диагонали положительны.

Индукцией по n можно показать, что определитель матрицы такого ви-

да строго больше нуля (см. лемму из Приложения 4). Следовательно,

система (1.3.10) однозначно разрешима, и на основании принципа мате-

матической индукции можно сделать вывод, что все коэффициенты ряда

(1.3.3) определяются однозначно.

Полученных формул уже достаточно для проведения и проверки чис-

ленных расчетов (подробнее об этом будет рассказано в следующем раз-

деле). Однако автором также получены и явные формулы для коэффи-

циентов порядка n+1, которые приводятся ниже без подробного вывода

(в силу громоздкости последнего).

Для записи коэффициентов будем использовать следующие обозначе-

ния:

ν0 = 1, λ1 = an, λk+1 = an−kλk − bkλk−1;

η0 = 1, η1 = a0, ηk+1 = akηk − bn+1−kηk−1; k = 1, ..., n.

Коэффициент un,1 определяется по формуле

un,1 =
1

|A|

[
λn(Ln,0 − fn+1)− η0λn−1bnLn−1,1 + η0λn−2bnbn−1Ln−2,2 + ...
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...+ η0λn+1−j

1∏
l=j−1

(−bn+1−l)Ln+1−j,j−1 + ...

...+ η0λ1

1∏
l=n−1

(−bn+1−l)L1,n−1 + η0λ0

1∏
l=n

(−bn+1−l)L0,n

]
=

=
1

|A|
λn(Ln,0 − fn+1) +

1

|A|

n+1∑
j=2

η0λn+1−j

1∏
l=j−1

(−bn+1−l)Ln+1−j,j−1.

Коэффициент un−1,2 определяется по формуле

un−1,2 =
1

|A|

[
− λn−1(Ln,0 − fn+1) + η1λn−1Ln−1,1 − η1λn−2bn−1Ln−2,2 + ...

...+ η1λn+1−j

2∏
l=j−1

(−bn+1−l)Ln+1−j,j−1 + ...

...+ η1λ1

2∏
l=n−1

(−bn+1−l)L1,n−1 + η1λ0

2∏
l=n

(−bn+1−l)L0,n

]
=

= − 1

|A|
η0λn−1(Ln,0 − fn+1) +

1

|A|
η1λn−1Ln−1,1+

+
1

|A|

n+1∑
j=3

η1λn+1−j

2∏
l=j−1

(−bn+1−l)Ln+1−j,j−1.

Общая формула для коэффициентов un+1−k,k при k = 3, ..., n−1 имеет

вид

un+1−k,k =
1

|A|

[
(−1)k−1λn+1−k(Ln,0 − fn+1)+

+η1λn+1−k(−1)k−2Ln−1,1 + η2λn+1−k(−1)k−3Ln−2,2 + ...

...+ ηk−1λn+1−k(−1)0Ln+1−k,k−1 − ηk−1λn−kbn+1−kLn−k,k+

+ηk−1λn−k−1bn+1−kbn−kLn−k−1,k+1 + ...

...+ ηk−1λ1

k∏
l=n−1

(−bn+1−l)L1,n−1 + ηk−1λ0

k∏
l=n

(−bn+1−l)L0,n

]
=
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=
1

|A|
η0λn+1−k(−1)k−1(Ln,0−fn+1)+

1

|A|

k∑
j=2

ηj−1λn+1−k(−1)k−jLn+1−j,j−1+

+
1

|A|

n+1∑
j=k+1

ηk−1λn+1−j

k∏
l=j−1

(−bn+1−l)Ln+1−j,j−1.

Коэффициент u1,n определяется по формуле

u1,n =
1

|A|

[
(−1)n−1λ1(Ln,0 − fn+1)+

+η1λ1(−1)n−2Ln−1,1 + η2λ1(−1)n−3Ln−2,2 + ...

...+ ηj−1λ1(−1)n−jLn+1−j,j−1 + ...+ ηn−1λ1L1,n−1 − ηn−1λ0b1L0,n

]
=

=
1

|A|
η0λ1(−1)n−1(Ln,0 − fn+1)+

+
1

|A|

n∑
j=2

ηj−1λ1(−1)n−jLn+1−j,j−1 −
1

|A|
ηn−1λ0b1L0,n.

И, наконец, для коэффициента u0,n+1 имеем

u0,n+1 =
1

|A|

[
(−1)nλ0(Ln,0 − fn+1)+

+η1λ0(−1)n−1Ln−1,1 + η2λ0(−1)n−2Ln−2,2 + ...

...+ ηj−1λ0(−1)n+1−jLn+1−j,j−1 + ...− ηn−1λ0L1,n−1 + ηnλ0L0,n

]
=

=
1

|A|
η0λ0(−1)n(Ln,0 − fn+1) +

1

|A|

n+1∑
j=2

ηj−1λ0(−1)n+1−jLn+1−j,j−1.

Забегая вперед, отметим, что при построении решений более общих за-

дач из последующих глав мы также столкнемся с необходимостью разре-

шения систем вида (1.3.10), (1.3.11), отличающихся по семантике (Ln−k,k
и элементы матрицы An+1 будут более громоздкие представления), но
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одинаковых по синтаксису. Поэтому, в силу общности записи, точные

формулы, представленные здесь, могут быть использованы и для этих

систем.

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 у задачи

(r +R)2ut = u
[
ν(r +R)ur + (r +R)2urr

]
+

1

σ
(r +R)2u2

r,

u(t, r)|r=0 = f(t), u(t, r)|t=0 = 0,

имеется кусочно-аналитическое решение, которое при ν = 1, 2 являет-

ся в окрестности t = 0, r = 0 аналитической тепловой волной, причем

выбор направления движения последней обеспечивает единственность.

Из теоремы 1 и результатов данного раздела следует существование

двух кусочно-аналитических решения краевой задачи (1.3.1), (1.3.2) (при

этом выбор знака u0,1 обеспечивает единственность). Докажем, что из

этого следует справедливость сформулированного выше утверждения

(следствия 1).

В самом деле, как показано в начале данного раздела, u1,0 = f1 > 0,

u0,1 = ±
√
σf1. Отсюда имеем, что для решения u = u+(t, r), соответ-

ствующего положительному значению u0,1, найдется в плоскости пере-

менных t, r линия r = b+(t), b+(0) = 0, b′+(0) < 0, на которой при

t > 0 в некоторой окрестности точки t = 0, r = 0 выполнено усло-

вие u+|r=b+(t) = 0; для решения u = u−(t, r), соответствующего отри-

цательному значению u0,1, найдется в плоскости переменных t, r линия

r = b−(t), b−(0) = 0, b′−(0) > 0, на которой при t > 0 в некоторой окрест-

ности точки t = 0, r = 0 выполнено аналогичное условие u−|r=b−(t) = 0.

Поскольку b′+(0) < 0, u1,0 > 0, решение u = u+(t, r) позволяет опреде-

лить тепловую волну

u(t, x) =

 u+ > 0, b+(t) < r ≤ 0,

0, r ≤ b+(t),

которая движется во внутреннюю область, в сторону оси или центра

симметрии.
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Поскольку b′−(0) > 0, u1,0 > 0, решение u = u−(t, r) позволяет опреде-

лить тепловую волну

u(t, x) =

 u− > 0, b−(t) > r ≥ 0,

0, r ≥ b+(t),

которая движется во внешнюю область.

Таким образом, выбор знака у u0,1 (который, напомним, обеспечива-

ет единственность) равнозначен выбору направления движения фронта

тепловой волны. Легко убедиться, что, так как b±(0) = 0, то в обоих слу-

чаях выполнено условие u|t=0 = 0; на фронте тепловой волны в обоих

случаях имеется разрыв производных. Значение t∗ (см. определение теп-

ловой волны) определяется радиусом сходимости ряда (1.3.3). Итак, по-

строенные составные решения, действительно, подпадают под действие

определения аналитической тепловой волны.

Утверждение (следствие 1) доказано.

Еще раз подчеркнем, что тепловая волна построена в некоторой (воз-

можно, малой) окрестности точки t = 0, r = 0. При этом, в отличие

от работ С.П. Баутина [7, 8, 11], А.Л. Казакова [35, 45, 46, 47, 144], М.Ю.

Филимонова [119,120], граничные условия в рассматриваемой задаче за-

даны на замкнутой поверхности. Также, в отличие от работ А.Ф. Си-

дорова [100, 101, 102, 104] и С.П. Баутина [7, 8, 11], построены решения в

виде рядов, формулы для коэффициентов которых выписаны в явном

виде. Наконец, для построенных рядов, в отличие от работ А.Ф. Сидо-

рова [100,101,102,104], устанавливается сходимость.

1.4 Вычислительный эксперимент

В данном разделе отрезки рядов, построенных в разделе 1.3, применя-

ются для выполнения иллюстрирующих численных расчетов и верифи-

кации вычислений, выполненных при помощи метода граничных элемен-

тов (МГЭ). Технология применения граничноэлементного подхода для

построения приближенных решений задачи об инициировании тепловой
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волны заданным краевым режимом (задачи А.Д. Сахарова) была пред-

ложена Л.Ф. Спеваком и опубликована в работах [44,109,144].

В ходе вычислительного эксперимента были рассмотрены задачи со

сферической (рис. 1.1, 1.3) и цилиндрической (рис. 1.2) симметрией при

движении тепловой волны во внутреннюю (рис. 1.1) и внешнюю (рис. 1.2,

1.3) области. Использовались отрезки рядов до третьей степени вклю-

чительно. Полученное с помощью отрезка ряда решение на интервале

t ∈ [0, 1] сравнивалось с решением той же задачи при помощи метода

граничных элементов.

Ниже приведены некоторые иллюстрирующие примеры. На всех ри-

сунках по оси ординат отложены значения искомой функции u, по оси

абсцисс — расстояние до оси (центра) симметрии ρ, графики представ-

лены для моментов времени t = 0.4; 0.8; 1.0.

Пример 1.

Рассмотрим задачу (1.1.1), (1.1.2) при следующих параметрах: σ = 3,

R = 1, f(t) = t/2, ν = 2 (т. е. случай сферической симметрии). Тепловая

волна движется вовнутрь области (в сторону особой точки). Результаты

расчетов приведены на рис. 1.1.

u

,

,

,

,

,

,

,

, , , , , ,

Рис. 1.1: Движение волны во внутреннюю область

Можно видеть, что до момента времени t = 0.8 результаты практиче-

ски совпадают, в дальнейшем (при t > 0.8) наблюдаются их расхожде-
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ние. По-видимому, это объясняется тем, что погрешность рассмотренного

отрезка ряда становится значительной.

Пример 2.

Рассмотрим задачу (1.1.1), (1.1.2) при следующих параметрах: σ = 3,

R = 1, f(t) = et − 1; ν = 1 (случай цилиндрической симметрии, рис.

1.2), ν = 2 (случай сферической симметрии, рис. 1.3). Тепловая волна

движется во внешнюю область.

0,0

0,5

1,0

1,5

1,0 1,2 1,4 1,6
�

u
МГЭ, t=0.4

МГЭ, t=0.8

МГЭ, t=1

ряд, t=0.4

ряд, t=0.8

ряд, t=1

Рис. 1.2: Движение волны во внешнюю область, цилиндрическая симметрия
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ряд, t=0.8

ряд, t=1

Рис. 1.3: Движение волны во внешнюю область, сферическая симметрия

Можно видеть, что, как и в предыдущем примере, наблюдается бли-

зость решений в окрестности начального момента времени, а с удале-

нием от него увеличивается разница между решением МГЭ и отрезком

степенного ряда. Отметим, что расхождение решения МГЭ и отрезка

ряда в случае сферической симметрии (рис. 1.2) происходит быстрее,
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чем при цилиндрической симметрии (рис. 1.3). Это, по-видимому, свиде-

тельствует о том, что с увеличением размерности пространства скорость

сходимости рядов уменьшается.

1.5 Случай трех пространственных переменных

Результаты, полученные в разделах 1.2 и 1.3, достаточно легко пере-

носятся на случай трех пространственных переменных. При этом произ-

водится переход в сферическую систему координат и рассматривать уже

уравнение (13) (подробный вывод уравнения см. Приложение 2). В силу

того, что рассуждения во многом схожи с рассуждениями из разделов

1.2 и 1.3, изложение будет уже не столь подробным, и будут освещены

лишь основные моменты.

Рассмотрим задачу

uτ = u

(
2

ρ
uρ +

ctg θ

ρ2 uθ + uρρ +
1

ρ2 sin2 θ
uϕϕ +

1

ρ2uθθ

)
+

+
1

σ

(
u2
ρ +

1

ρ2 sin2 θ
u2
ϕ +

1

ρ2u
2
θ

)
; (1.5.1)

u(τ, ρ, ϕ, θ)|ρ=R = f(τ, ϕ, θ), , (1.5.2)

где σ > 0, R > 0, а функция f(τ, ϕ, θ) обладает свойствами

f(τ, ϕ, θ)|τ=0 = 0; f1 = fτ(τ, ϕ, θ)|τ=0 > 0. (1.5.3)

Так как в уравнении (1.5.1) содержатся множители ctg θ и 1/ sin2 θ, то

возникает необходимость ввести соответствующие ограничения на θ.

Пусть независимые переменные ρ, ϕ, θ удовлетворяют ограничениям

ρ > 0; ϕ ∈ Υ; 0 < θ1 ≤ θ ≤ π − θ2,

где θ1 и θ2 > 0 — малые константы; Υ — некоторый конечный или бес-

конечный числовой промежуток (отрезок, интервал, полуинтервал).

В частном случае, когда справедливо равенство f(τ, ϕ, θ) = f(τ, ϕ +

2π, θ), имеем задачу для уравнения (2) с данными на сфере (см. след-

ствие 2).

Для задачи (1.5.1), (1.5.2) справедлива следующая теорема.
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Теорема 2. Пусть функция f = f(τ, ϕ, θ), удовлетворяющая условиям

(1.5.3), является аналитической в некоторой окрестности τ = 0 и при

всех допустимых ϕ и θ. Тогда задача (1.5.1), (1.5.2) имеет единственное

аналитическое решение в некоторой полной окрестности τ = 0, ρ = R,

если выбран знак uρ| τ=0
ρ=R

.

Перед тем, как приступить к доказательству, проведем те же преоб-

разования исходной задачи, что и в разделе 1.1. Домножив уравнение

(1.5.1) на ρ2 и сделав замену t = τ ; r = ρ−R; x1 = ϕ; x2 = θ, получаем

задачу

(r +R)2ut = u
[
2(r +R)ur + ctg x2 ux2

+ (r +R)2urr+

+
1

sin2 x2
ux1x1

+ ux2x2

]
+

1

σ

[
(r +R)2u2

r +
1

sin2 x2
u2
x1

+ u2
x2

]
; (1.5.4)

u(t, r, x1, x2)|r=0 = f(t, x1, x2), (1.5.5)

эквивалентную задаче (1.5.1), (1.5.2).

Доказательство. Доказательство проводится согласно плану, пред-

ставленному в разделе 1.2.

В задаче (1.5.4), (1.5.5) сделаем замену
τ = t;

s = r − b(t, x1, x2);

y1 = x1; y2 = x2.

(1.5.6)

в которой b— пока еще неизвестная функция, аналитическая в некоторой

окрестности t = 0 и при всех допустимых x1, x2 и удовлетворяющая

условиям

b(t, x1, x2)|t=0 = 0, bt(t, x1, x2)|t=0 > 0.

Как и разделе 1.2 будет выполняться равенство

u(t, r, x1, x2)|r=b(t,x1,x2) = 0. (1.5.7)

Производные пересчитываются по формулам

ut = uτ − bτus; uxi = uyi − byius; ur = us; urr = uss;
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uxixi =

(
∂

∂yi
− byi

∂

∂s

)
uxi =

(
∂

∂yi
− byi

∂

∂s

)
(uyi − byius) =

= uyiyi − byiyius − 2byiusyi + b2
yi
uss; i = 1, 2.

Задача (1.5.4), (1.5.5) принимает вид

(s+b+R)2(uτ−bτus) = u
[
2(s+b+R)us+ctg y2(uy2−by2us)+(s+b+R)2uss+

+
2∑
i=1

ci(uyiyi − byiyius − 2byiusyi + b2
yi
uss)

]
+

+
1

σ

[
(s+ b+R)2u2

s +
2∑
i=1

ci(uyi − byius)2
]
; (1.5.8)

u(τ, s, y1, y2)|s=−b(τ,y1,y2) = f(τ, y1, y2); (1.5.9)

u(τ, s, y1, y2)|s=0 = 0. (1.5.10)

Здесь c1 = 1/ sin2 y2, c2 = 1.

Теперь в задаче (1.5.8), (1.5.9), (1.5.10) поменяем ролями неизвестную

функцию u и независимую переменную s с помощью замены
t = τ ;

s = s(τ, u, y1, y2);

x1 = y1;

x2 = y2.

(1.5.11)

Также, как и в разделе 1.2, можно показать, что замена (1.5.11) невы-

рождена.

Производные uτ , us, uss определяются точно также, как и в разделе

1.2. Остается определить uyi, uyis и uyiyi; i = 1, 2.

Из соотношения

∂

∂xi
= sxi

∂

∂s
+ τxi

∂

∂τ
+

2∑
i=1

yixi
∂

∂yi
= sxi

∂

∂s
+

∂

∂yi
=
sxi
su

∂

∂u
+

∂

∂yi
,

находим ∂
∂yi

:
∂

∂yi
=

∂

∂xi
− sxi
su

∂

∂u
.
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Для производных второго порядка получаем формулы

∂2

∂y2
i

=

(
∂

∂xi
− sxi
su

∂

∂u

)(
∂

∂xi
− sxi
su

∂

∂u

)
=

=
∂2

∂x2
i

− sxixisu − sxisuxi
s2
u

∂

∂u
−2

sxi
su

∂2

∂xi∂u
+
sxi
su

sxiusu − sxisuu
s2
u

∂

∂u
+
s2
xi

s2
u

∂2

∂u2 =

=
∂2

∂x2
i

+
2susxisuxi − sxixis2

u − s2
xi
suu

s3
u

∂

∂u
− 2

sxi
su

∂2

∂xi∂u
+
s2
xi

s2
u

∂2

∂u2 ;

∂2

∂s∂yi
=

1

su

∂

∂u

(
∂

∂xi
− sxi
su

∂

∂u

)
=

1

su

∂2

∂u∂xi
− sxiusu − sxisuu

s3
u

∂

∂u
− sxi
s2
u

∂2

∂u2 .

В конечном счете, производные, входящие в уравнение (1.5.8) запи-

шутся в виде

uτ = − st
su

; us =
1

su
; uyi = −sxi

su
; uss = −suu

s3
u

;

uyiyi =
2susxisuxi − sxixis2

u − s2
xi
suu

s3
u

; uyis =
sxisuu − sxiusu

s3
u

.

Уравнение (1.5.8) после замены (1.5.11) и домножения на −s3
u прини-

мает вид

(s+b+R)2(st+bt)s
2
u = u

[
−2(s+b+R)s2

u+ctg x2(sx2
+bx2

)s2
u+(s+b+R)2suu+

+
2∑
i=1

ci(−2susxisuxi+sxixis
2
u+s

2
xi
suu+bxixis

2
u+2bxi(sxisuu−sxiusu)+b2

xi
suu)

]
−

− su
σ

[
(s+ b+R)2 +

2∑
i=1

ci(sxi + bxi)
2
]
. (1.5.12)

Из краевого условия (1.5.9), которое теперь запишется в виде

s(t, u, x1, x2)|u=f(t,x1,x2) = −b(t, x1, x2),

можно выразить функцию b:

b(t, x1, x2) = −s(t, u, x1, x2)|u=f(t,x1,x2),

а также найти все ее производные, участвующие в уравнении (1.5.8):

bt = −st|u=f − su|u=fft; bxi = −sxi|u=f − su|u=ffxi;

bxixi = −sxixi|u=f − 2sxiu|u=ffxi − su|u=ffxixi − suu|u=ff
2
xi
, i = 1, 2.
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После подстановки полученных формул в уравнение (1.5.8) имеем

(s− s|u=f +R)2(st − st|u=f − su|u=fft)s
2
u = u

{
− 2(s− s|u=f +R)s2

u+

+ ctg x2(sx2
− sx2

|u=f − su|u=ffx2
)s2
u + (s− s|u=f +R)2suu+

+
2∑
i=1

ci

[
− 2susxisuxi + sxixis

2
u + s2

xi
suu−

−(sxixi|u=f + 2sxiu|u=ffxi + su|u=ffxixi + suu|u=ff
2
xi

)s2
u−

−2(sxi|u=f + su|u=ffxi)(sxisuu − sxiusu) + (sxi|u=f + su|u=ffxi)
2suu

]}
−

− su
σ

[
(s− s|u=f +R)2 +

2∑
i=1

ci(sxi − sxi|u=f − su|u=ffxi)
2
]
. (1.5.13)

Таким образом, мы вновь получили задачу, включающую в себя одну

неизвестную функцию s, одно уравнение (1.5.13) и одно краевое условие

(1.5.10), которое преобразуется в виде

s(t, u, x1, x2)|u=0 = 0. (1.5.14)

Теперь, чтобы сделать поверхность u = f(t, x1, x2) новой координат-

ной плоскостью w = 0, в задаче (1.5.13), (1.5.14) делается замена

v = u; w = u− f(t, x1, x2); y1 = x1; y2 = x2. (1.5.15)

Для того, чтобы полностью выразить старые переменные через новые,

запишем второе соотношение замены (1.5.15) в виде

Ψ(v − w, t, y1, y2) ≡ v − w − f(t, y1, y2) = 0. (1.5.16)

Для функции Ψ в некоторой окрестности t = 0 справедливо неравенство

Ψt < 0 (см. рассуждения для (1.2.12)). Следовательно, по теореме о неяв-

ной функции, соотношение (1.5.16) определяет аналитическую функцию

t = ψ(v − w, y1, y2)

такую, что ψ(v − w, y1, y2)|v=w = 0.

Введем обозначения

F (v − w, y1, y2) = −ft(t, y1, y2)|t=ψ(v−w,y1,y2);
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Gi(v − w, y1, y2) = −fyi(t, y1, y2)|t=ψ(v−w,y1,y2), i = 1, 2.

В силу аналитичности функций F , G1 и G2 справедливы представления

F (v − w, y1, y2) = F0(w, y1, y2) + vF1(v, w, y1, y2);

Gi(v − w, y1, y2) = Gi,0(w, y1, y2) + vGi,1(v, w, y1, y2), i = 1, 2.

При этом

F0 = F |v=0, F0|w=0 = −ft|t=0 = −f1;

Gi,0 = Gi|v=0, Gi,0|w=0 = −fyi|t=0 = 0.

Теперь пересчитаем производные в уравнении (1.5.13). Производные

первого порядка преобразуются в соответствии с формулами

∂

∂t
= vt

∂

∂v
+ wt

∂

∂w
+

2∑
i=1

yit
∂

∂yi
= −ft

∂

∂w
= F

∂

∂w
;

∂

∂u
= vu

∂

∂v
+ wu

∂

∂w
+

2∑
i=1

yiu
∂

∂yi
=

∂

∂v
+

∂

∂w
;

∂

∂xi
= vxi

∂

∂v
+ wxi

∂

∂w
+

2∑
i=1

yixi
∂

∂yi
=

= −fxi
∂

∂w
+

∂

∂yi
=

∂

∂yi
+Gi

∂

∂w
, i = 1, 2.

Учитывая эти равенства, запишем формулы для производных второго

порядка:

∂2

∂u2 =

(
∂

∂v
+

∂

∂w

)(
∂

∂v
+

∂

∂w

)
=

∂2

∂v2 + 2
∂2

∂v∂w
+

∂2

∂w2 ;

∂2

∂x2
i

=

(
∂

∂yi
+Gi

∂

∂w

)(
∂

∂yi
+Gi

∂

∂w

)
=

∂2

∂y2
i

+ 2Gi
∂2

∂yi∂w
+G2

i

∂2

∂w2 +

+
(
Giyi +GiGiw

) ∂

∂w
;

∂2

∂u∂xi
=

(
∂

∂v
+

∂

∂w

)(
∂

∂yi
+Gi

∂

∂w

)
=

∂2

∂v∂yi
+Gi

∂2

∂v∂w
+

∂2

∂w∂yi
+

+Gi
∂2

∂w2 +
(
Giv +Giw

) ∂

∂w
=

=
∂2

∂v∂yi
+Gi

∂2

∂v∂w
+

∂2

∂w∂yi
+Gi

∂2

∂w2 , i = 1, 2.
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Отсюда следует, что окончательно производные преобразуются в виде

st = Fsw; su = sv + sw; sxi = syi +Gisw;

suu = svv + 2svw + sww;

sxixi = syiyi + 2Gisyiw +G2
i sww + (Giyi +GiGiw)sw;

suxi = svyi +Gisvw + swyi +Gisww, i = 1, 2.

Таким образом, после замены (1.5.15) задача (1.5.13), (1.5.14) примет

вид

(s− s|w=0 +R)2[Fsw − (Fsw)|w=0 + (sv + sw)|w=0F ](sv + sw)2 =

= v
{
− 2(s− s|w=0 +R)(sv + sw)2 + (s− s|w=0 +R)2(svv + 2svw + sww)+

+ ctg y2[sy2 +G2sw − (sy2 +G2sw)|w=0 + (sv + sw)|w=0G2](sv + sw)2+

+
2∑
i=1

ci

[
− 2(sv + sw)(syi +Gisw)(svyi +Gisvw + swyi +Gisww)+

+[syiyi + 2Gisyiw +G2
i sww + (Giyi +GiGiw)sw](sv + sw)2+

+(syi +Gisw)2(svv + 2svw + sww)−
[
[syiyi + 2Gisyiw +G2

i sww+

+(Giyi +GiGiw)sw]|w=0 − 2(svyi +Gisvw + swyi +Gisww)|w=0Gi−

−(sv + sw)|w=0Giyi + (svv + 2svw + sww)|w=0G
2
i

]
(sv + sw)2−

−2[(syi +Gisw)|w=0 − (sv + sw)|w=0Gi][(syi +Gisw)(svv + 2svw + sww)−

−(svyi +Gisvw + swyi +Gisww)(sv + sw)]+

+[(syi +Gisw)|w=0 − (sv + sw)|w=0Gi]
2(svv + 2svw + sww)

]}
−

−sv + sw
σ

{
(s− s|w=0 +R)2+

+
2∑
i=1

ci

[
syi +Gisw − (syi +Gisw)|w=0 + (sv + sw)|w=0Gi

]2}
; (1.5.17)

s(v, w, y1, y2)|v=0 = 0. (1.5.18)

Чтобы сделать последнюю замену

s(v, w, y1, y2) = vs1(w, y1, y2) + v2S(v, w, y1, y2), (1.5.19)
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определим функцию s1 = sv|v=0. Для этого положим в уравнении (1.5.17)

v = 0. С учетом равенств

s|v=0 = sw|v=0 = syi|v=0 = 0,

F |v=0 = F0, F |v=w=0 = −f1,

Gi|v=0 = Gi,0, G1|v=w=0 = G2|v=w=0 = 0, i = 1, 2

получаем уравнение

R2s1|w=0F0s
2
1 = −s1

σ

[
R2 +

2∑
i=1

ci(s1|w=0Gi,0)
2
]
.

После деления на s1 получим равенство

R2s1|w=0F0s1 = −1

σ

[
R2 +

2∑
i=1

ci(s1|w=0Gi,0)
2
]
. (1.5.20)

Положив в (1.5.20) w = 0, мы сможем найти функцию s1,0 = s1|w=0 =

s|v=w=0:

−R2s2
1,0f1 = −R

2

σ
.

Отсюда

s2
1,0 =

1

σf1
.

Получаем, что s1,0 определяется по формуле

s1,0 = ± 1√
σf1

.

Здесь мы также будем рассматривать случай отрицательного s1,0.

Из формулы (1.5.20) определим s1:

s1 = − 1

σR2s1,0F0

[
R2 +

2∑
i=1

ci(s1,0Gi,0)
2
]
. (1.5.21)

Производные преобразуются по формулам

sv = s1 + 2vS + v2Sv; svv = 2S + 4vSv + v2Svv;

sw = vs1w + v2Sw; sww = vs1ww + v2Sww;

syi = vs1yi + v2Syi; syiyi = vs1yiyi + v2Syiyi; swyi = vs1wyi + v2Swyi;
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svw = s1w + 2vSw + v2Svw; svyi = s1yi + 2vSyi + v2Svyi, i = 1, 2.

уравнение (1.5.17)

Прежде чем подставить эти формулы в уравнение (1.5.17), перепишем

его в более удобном для дальнейших преобразований виде, выделив в

правой части все слагаемые, содержащие svv и svv|w=0. Получаем

(s− s|w=0 +R)2[Fsw − (Fsw)|w=0 + (sv + sw)|w=0F ](sv + sw)2 =

= v
{
q0 +

2∑
i=1

ciqi + svv(s− s|w=0 +R)2 + svv

2∑
i=1

ci

[
(syi +Gisw)2−

−2[(syi +Gisw)|w=0 − (sv + sw)|w=0Gi](syi +Gisw)+

+[(syi +Gisw)|w=0 − (sv + sw)|w=0Gi]
2
]
− svv|w=0

2∑
i=1

ciG
2
i (sv + sw)2

}
−

−sv + sw
σ

{
(s− s|w=0 +R)2+

+
2∑
i=1

ci[syi +Gisw − (syi +Gisw)|w=0 + (sv + sw)|w=0Gi]
2
}
. (1.5.22)

Здесь q0 и qi, i = 1, 2, определяются по формулам

q0 = −2(s− s|w=0 +R)(sv + sw)2 + (s− s|w=0 +R)2(2svw + sww)+

+ ctg y2[sy2 +G2sw − (sy2 +G2sw)|w=0 + (sv + sw)|w=0G2](sv + sw)2;

qi = −2(sv + sw)(syi +Gisw)(svyi +Gisvw + swyi +Gisww)+

+[syiyi + 2Gisyiw +G2
i sww + (Giyi +GiGiw)sw](sv + sw)2+

+(syi +Gisw)2(2svw + sww)−
[
[syiyi + 2Gisyiw +G2

i sww+

+(Giyi +GiGiw)sw]|w=0 − 2(svyi +Gisvw + swyi +Gisww)|w=0Gi−

−(sv + sw)|w=0Giyi + (2svw + sww)|w=0G
2
i

]
(sv + sw)2−

−2[(syi +Gisw)|w=0 − (sv + sw)|w=0Gi][(syi +Gisw)(2svw + sww)−

−(svyi +Gisvw + swyi +Gisww)(sv + sw)]+

+[(syi +Gisw)|w=0 − (sv + sw)|w=0Gi]
2(2svw + sww)

]
, i = 1, 2.
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Отметим, что в уравнении (1.5.22) в больших квадратных скобках сто-

ит выражение, представляющее собой квадрат разности. Поэтому урав-

нение (1.5.22) можно переписать в виде

(s− s|w=0 +R)2[Fsw − (Fsw)|w=0 + (sv + sw)|w=0F ](sv + sw)2 =

= v
{
q0 +

2∑
i=1

ciqi + svv(s− s|w=0 +R)2 + svv

2∑
i=1

ci

[
syi +Gisw−

−(syi +Gisw)|w=0 + (sv + sw)|w=0Gi

]2
− svv|w=0

2∑
i=1

ciG
2
i (sv + sw)2

}
−

−sv + sw
σ

{
(s− s|w=0 +R)2+

+
2∑
i=1

ci[syi +Gisw − (syi +Gisw)|w=0 + (sv + sw)|w=0Gi]
2
}
. (1.5.23)

После замены (1.5.19) уравнение (1.5.23) запишется в виде

[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0+R]2[F (vs1w+v2Sw)−(vs1w+v2Sw)|w=0F |w=0+

+(s1 + 2vS+ v2Sv + vs1w + v2Sw)|w=0F ](s1 + 2vS+ v2Sv + vs1w + v2Sw)2 =

= v
{
q0 +

2∑
i=1

ciqi + (2S+ 4vSv + v2Svv)[vs1 + v2S− (vs1 + v2S)|w=0 +R]2+

+(2S + 4vSv + v2Svv)
2∑
i=1

ci

[
vs1yi + v2Syi +Gi(vs1w + v2Sw)−

−[vs1yi + v2Syi +Gi(vs1w + v2Sw)]|w=0+

+(s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)|w=0Gi

]2
−

−(2S + 4vSv + v2Svv)|w=0

2∑
i=1

ciG
2
i (s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2

}
−

−s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw
σ

{
[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R]2+

+
2∑
i=1

ci

[
vs1yi+v

2Syi+Gi(vs1w+v2Sw)−[vs1yi+v
2Syi+Gi(vs1w+v2Sw)]|w=0+

+ (s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)|w=0Gi

]2}
. (1.5.24)
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Таким образом, задача (1.5.17), (1.5.18) свелась к одному уравнению

(1.5.24), которое после приведения подобных (с учетом равенства (1.5.21))

и деления на v можно записать в виде

2
(

1 +
1

σ

)
S +

(
4 +

1

σ

)
vSv + v2Svv +

2

σ

s1

s1,0
(S|w=0) +

1

σ

s1

s1,0
v(Sv|w=0) =

= B1(w, y1, y2)(S|w=0) +B2(w, y1, y2)v(Sv|w=0)+

+B3(w, y1, y2)v
2(Svv|w=0) + h0(v, w, y1, y2) + vh1 + v2h2 + v3h3, (1.5.25)

в котором функции h1, h2 и h3, как и в разделе 1.2, обладают следую-

щими свойствами относительно S и ее производных по по переменной v:

функция h1 зависит от S и не зависит от ее производных по v любого

порядка, функция h2 зависит от S и Sv, но не зависит от производных

функции S по v второго и более порядков, функция h3 зависит от S, Sv
и Svv. Функции Bi, i = 1, 2, 3, обращаются в нуль при w = 0. Первый

этап доказательства завершен.

На втором этапе для уравнения (1.5.25) строится решение в виде фор-

мального ряда по степеням v с коэффициентами, зависящими от w, y1,

y2. При этом используется схема, описанная в разделе (1.2).

На третьем этапе, как и в разделе 1.2, можно показать, что уравнение

вида

2
(

1 +
1

σ

)
Z +

(
4 +

1

σ

)
vZv + v2Zvv = [1 +B(w, y1, y2)]H, (1.5.26)

является мажорантным для уравнения (1.5.25), если

B(w, y1, y2)� B1(w, y1, y2) +B2(w, y1, y2) +B3(w, y1, y2)−
s1

s1,0
;

H = H0 + vH1 + v2H2 + v3H3 � h0 + vh1 + v2h2 + v3h3.

На четвертом этапе при доказательстве аналитического мажорирую-

щего нуль решения уравнения (1.5.26) используются рассуждения, ана-

логичные рассуждениям, приведенным в разделе 1.2.
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Теорема доказана.

Теперь построим решение задачи (1.5.4), (1.5.5) в виде ряда по степе-

ням t и r с коэффициентами, зависящими от x1 и x2:
∞∑

n,m=0

un,m(x1, x2)
tn

n!

rm

m!
; (1.5.27)

un,m(x1, x2) =
∂n+mu

∂tn∂rm

∣∣∣
t=0
r=0

.

По условию теоремы, для функции f(t, x1, x2) в некоторой окрестности

t = 0 и при всех допустимых x1, x2 справедливо разложение

f(t, x1, x2) =
∞∑
n=0

fn(x1, x2)
tn

n!
.

Из условия (1.5.5) можно определить коэффициенты un,0: un,0 = fn, в

частности, u0,0 = f0 = 0.

Чтобы определить коэффициент u0,1, положим в уравнении (1.5.4) t =

r = 0. С учетом того, что u|t=r=0 = u0,0 = 0 (а значит и ux1
|t=r=0 =

ux2
|t=r=0 = 0), получаем равенство

R2u1,0 =
R2

σ
u2

0,1.

Отсюда видно, что u0,1 определяется по формуле

u0,1 = ±
√
σf1.

Далее будем рассматривать случай

u0,1 = −
√
σf1 < 0.

Случай, когда коэффициент u0,1 положителен рассматривается анало-

гично.

Продифференцируем теперь уравнение (1.5.4) по t и положим t = r =

0. Получаем

R2u2,0 = u1,0(2Ru0,1 +R2u0,2) +
2

σ
R2u0,1u1,1

или же

R2f2 = 2Rf1u0,1 +R2f1u0,2 +
2

σ
R2u0,1u1,1.
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Продифференцировав уравнение (1.5.4) по r и положив t = r = 0, полу-

чим уравнение

2Rf1 +R2u1,1 = u0,1(2Ru0,1 +R2u0,2) +
1

σ
(2Ru2

0,1 + 2R2u0,1u0,2),

приводя подобные и раскрывая скобки в котором, получаем

R2u1,1 = 2σRf1 +R2u0,1u0,2 +
2

σ
R2u0,1u0,2.

В итоге мы имеем систему из двух уравнений
R2f2 = 2Rf1u0,1 +R2f1u0,2 + 2

σR
2u0,1u1,1

R2u1,1 = 2σRf1 +
(
1 + 2

σ

)
R2u0,1u0,2,

решая которую, можно найти коэффициенты u0,2 и u1,1:

u0,2 =
Rf2 + 6f1

√
σf1

R(3 + 4/σ)f1
, u1,1 = −(1 + 2/σ)R

√
σf1f2 + 4f 2

1

(3 + 4/σ)Rf1
..

Видно, что коэффициенты u0,2(x1, x2) и u1,1(x1, x2) определяются анало-

гично u0,2 и u1,1 из раздела 1.3 при ν = 2.

Далее процедура построения решения по сути идентична приведенной

в разделе 1.3. Уравнение (1.5.4), так же как и уравнение (1.3.1), можно

записать в виде (1.3.4), в котором P1 будет определяться по формуле

P1 = u

[
2(r +R)ur + ctg x2 ux2

+
1

sin2 x2
ux1x1

+ ux2x2

]
+

+
1

σ

(
1

sin2 x2
u2
x1

+ u2
x2

)
.

Несложно показать, что данная функция, как и функция P1 из раздела

1.2, будет обладать следующим свойством: производные
∂n

∂tn−k∂rk

[
P1

(r +R)2

] ∣∣∣
t=r=0

зависят лишь от тех коэффициентов, порядок которых не превышает n.

В итоге мы придем к системе уравнений

An+1 ×


un,1

un−1,2
...

u0,n+1

 =


Ln,0 − fn+1

Ln−1,1
...

L0,n

 . (1.5.28)
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с матрицей вида (1.3.11), элементы которой определяются по формулам

ai =

(
i+

2

σ

)√
σf1(x1, x2) > 0, i = 0, 1, ..., n;

bj = −jf1(x1, x2) < 0, j = 1, ..., n.

Функции Ln−k,k, k = 0, 1, ..., n, будут иметь вид, существенно более

громоздкий, чем в разделе 1.3 (в силу более сложного P1), однако зави-

сеть будут лишь от тех коэффициентов, порядок которых не превышает

числа n.

Как уже говорилось ранее, матрица вида (1.3.11) с положительными

ai, i = 0, 1, ..., n и отрицательными bj, j = 1, ..., n, обратима. Следова-

тельно, система (1.5.28) однозначно разрешима, и на основании принципа

математической индукции можно сделать вывод, что все коэффициенты

ряда (1.5.27) определяются однозначно.

Из теоремы 2 также вытекает следствие, аналогичное следствию 1.

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 2, причем Υ = [0; 2π],

а функция f удовлетворяет условию f(τ, ϕ, θ) = f(τ, ϕ + 2π, θ). Тогда

задача (1.5.1), (1.5.2) имеет единственное решение, удовлетворяющей

начальному условию u|t=0 = 0, являющееся в некоторой окрестности

τ = 0, ρ = R аналитической тепловой волной, если выбрано направле-

ние движения фронта последней.

Обоснование следствия 2 проводится аналогично следствию 1 и здесь

не приводится. При этом периодичность по ϕ с периодом 2π функции

f , определяющей краевые условия, позволяет интерпретировать постро-

енную тепловую волну как решение задачи об инициировании тепловой

волны краевым режимом, заданными на сфере.

Замечание 3. Отметим, что наиболее «физичным» является случай,

когда в условии теоремы 2 множество Υ ⊆ [0; 2π], поскольку тогда отоб-

ражение, задающее переход из декартовой системы координат в сфе-

рическую, является однолистным. При этом в частном случае, когда
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Υ ⊆ [0; π], получаем постановку, которая подпадает под действие тео-

ремы 7.1 из [8]. Однако уравнение (1.5.1) можно рассматривать и как

самостоятельный математический объект, поэтому функция f , вообще

говоря, не обязана быть периодической по ϕ и может рассматриваться

при любых значениях аргумента, вплоть до Υ = R. Аналогичное заме-

чание справедливо и для теорем 3 и 4, сформулированных и доказанных

в последующих главах.
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Глава 2

Задача в пространстве R2

В этой главе представлены результаты исследования задачи с краевым

режимом для нелинейного уравнения теплопроводности, записанного в

цилиндрических (полярных) координатах. При некоторых дополнитель-

ных предположениях эта постановка может быть интерпретирована как

задача для уравнения (2) с данными на границе множества, обладающе-

го свойством звездности, в случае двух пространственных переменных и

представляет собой обобщение аналогичных задач из Главы 1 на случай

непостоянного R = R(ϕ). В разделе 2.1 производится постановка задачи

и формулируется теорема о существовании и единственности аналитиче-

ского решения. Раздел 2.2 посвящен доказательству теоремы. В разделе

2.3 построено решение рассматриваемой задачи в виде двойного степен-

ного ряда с коэффициентами, зависящими от пространственной перемен-

ной, приведено следствие (о существовании тепловой волны) доказанной

теоремы.

2.1 Постановка задачи. Формулировка теоремы

Нелинейное уравнение теплопроводности в цилиндрических (поляр-

ных) координатах имеет вид

uτ = u

(
uρρ +

1

ρ2uϕϕ +
1

ρ
uρ

)
+

1

σ

(
u2
ρ +

1

ρ2u
2
ϕ

)
. (2.1.1)

Здесь σ — положительная константа. Подробный вывод уравнения (2.1.1)

проводится в Приложении 3.
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Независимые переменные ρ и ϕ таковы, что

ρ > 0; ϕ ∈ Υ.

Здесь Υ — некоторый конечный или бесконечный числовой промежуток

(отрезок, интервал, полуинтервал).

Для уравнения (2.1.1) рассмотрим краевое условие

u(τ, ρ, ϕ)|ρ=R(ϕ) = f(τ, ϕ), (2.1.2)

в котором R(ϕ) > 0, а функция f(τ, ϕ) удовлетворяют условиям

f(0, ϕ) = 0, fτ(0, ϕ) = f1(ϕ) > 0. (2.1.3)

В частном случае, когда справедливы равенства R(ϕ) = R(ϕ + 2π),

f(τ, ϕ) = f(τ, ϕ + 2π), имеем задачу для уравнения (2) с данными на

границе множества, обладающего свойством зведности (см. следствие 3).

Для задачи (2.1.1), (2.1.2) справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть функция f = f(τ, ϕ), удовлетворяющая условиям

(2.1.3) является аналитической в некоторой окрестности τ = 0 и при

ϕ ∈ Υ, R(ϕ) — аналитическая при ϕ ∈ Υ. Тогда задача (2.1.1), (2.1.2)

имеет единственное аналитическое решение в некоторой окрестности

τ = 0, ρ = R(ϕ), если выбран знак uρ| τ=0
ρ=R(ϕ)

.

Как и в Главе 1, домножим уравнение (2.1.1) на ρ2. Получаем

ρ2uτ = u(ρ2uρρ + uϕϕ + ρuρ) +
1

σ
(ρ2u2

ρ + u2
ϕ). (2.1.4)

Теперь сделаем замену t = τ ; r = ρ− R(ϕ); x = ϕ. Производные при

этом преобразуются в соответствии с формулами

uτ = ut; uρ = ur; uρρ = urr;

uϕ = ux −R′ur; uϕϕ = uxx −R′′ur − 2R′uxr +R′
2
urr.

В итоге задача (2.1.1), (2.1.2) принимает вид

(r +R)2ut = u
[
(r +R)2urr + uxx −R′′ur − 2R′uxr +R′

2
urr + (r +R)ur

]
+
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+
1

σ

[
(r +R)2u2

r + (ux −R′ur)2
]
, (2.1.5)

u(t, r, x)|r=0 = f(t, x). (2.1.6)

Далее мы будем рассматривать задачу (2.1.5), (2.1.6), которая эквива-

лентна исходной в силу невырожденности использованных замен.

2.2 Доказательство существования аналитического решения

План доказательства, фактически, повторяет план доказательства тео-

ремы 1.

Сначала перепишем (2.1.5) в виде

(r+R)2ut = u
[
(r+R−R′′)ur + (r2 + 2rR+R2 +R′

2
)urr +uxx−2R′uxr

]
+

+
1

σ

[
(r2 + 2rR +R2 +R′

2
)u2

r − 2R′uxur + u2
x

]
. (2.2.1)

Теперь в задаче (2.2.1), (2.1.6) также, как и в Главе 1, сделаем замену
τ = t;

s = r − b(t, x);

y = x.

(2.2.2)

в которой b— пока еще неизвестная функция, аналитическая в некоторой

окрестности t = 0 и при всех допустимых x и удовлетворяющая условиям

b(0, x) = 0, bt(0, x) > 0

в некоторой окрестности t = 0 и при всех допустимых x, для которой,

как и в аналогичных теоремах ранее, выполняется равенство

u(t, r, x)|r=b(t,x) = 0. (2.2.3)

Производные преобразуются по формулам

ut = uτ − bτus; ux = uy − byus; ur = us; urr = uss;

urx = usy − byuss; uxx = uyy − byyus − 2byusy + b2
yuss.

Задача (2.2.1), (2.1.6) запишется в виде

(s+ b+R)2(uτ − bτus) = u
{

(s+ b+R−R′′)us+
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+[(s+ b)2 + 2(s+ b)R +R2 +R′
2
]uss + uyy − byyus − 2byusy + b2

yuss−

−2R′(usy − byuss)
}

+
1

σ

{
[(s+ b)2 + 2(s+ b)R +R2 +R′

2
]u2
s−

− 2R′(uy − byus)us + (uy − byus)2
}

; (2.2.4)

u(τ, s, y)|s=−b(τ,y) = f(τ, y); (2.2.5)

u(τ, s, y)|s=0 = 0. (2.2.6)

Теперь задача включает в себя две неизвестные функции u и b и два

краевых условия (2.2.5), (2.2.6).

Чтобы впоследствии можно было избавиться от неизвестной функции

b, сделаем в задаче (2.2.4), (2.2.5), (2.2.6) замену
t = τ ;

s = s(τ, u);

x = y.

(2.2.7)

Производные us, uss, uτ определяются также, как и в разделе 1.2. Про-

изводные по x преобразуются в соответствии с формулой

∂

∂x
= sx

∂

∂s
+ τx

∂

∂τ
+ yx

∂

∂y
= sx

∂

∂s
+

∂

∂y
=
sx
su

∂

∂u
+

∂

∂y
.

Отсюда имеем
∂

∂y
=

∂

∂x
− sx
su

∂

∂u
.

Продолжая рассуждения, получаем формулы для определения осталь-

ных производных второго порядка:

∂2

∂y2 =

(
∂

∂x
− sx
su

∂

∂u

)(
∂

∂x
− sx
su

∂

∂u

)
=

∂2

∂x2 −
sxxsu − sxsux

s2
u

∂

∂u
−

−2
sx
su

∂2

∂x∂u
+
sx
su

sxusu − sxsuu
s2
u

∂

∂u
+
s2
x

s2
u

∂2

∂u2 =

=
∂2

∂x2 +
2susxsux − sxxs2

u − s2
xsuu

s3
u

∂

∂u
− 2

sx
su

∂2

∂x∂u
+
s2
x

s2
u

∂2

∂u2 ;

∂2

∂s∂y
=

1

su

∂

∂u

(
∂

∂x
− sx
su

∂

∂u

)
=

1

su

∂2

∂u∂x
− sxusu − sxsuu

s3
u

∂

∂u
− sx
s2
u

∂2

∂u2 .
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Таким образом, производные, входящие в уравнение (2.2.4) запишутся в

виде

uτ = − st
su

; us =
1

su
; uy = −sx

su
; uss = −suu

s3
u

;

uyy =
2susxsux − sxxs2

u − s2
xsuu

s3
u

; uys =
sxsuu − sxusu

s3
u

.

Уравнение (2.2.4) принимает вид

(s+ b+R)2(− st
su
− bt
su

) = u
{s+ b+R−R′′

su
−

−[(s+ b)2 + 2(s+ b)R +R2 +R′
2
]
suu
s3
u

+
2susxsux − sxxs2

u − s2
xsuu

s3
u

− bxx
su
−

−2bx
sxsuu − sxusu

s3
u

− b2
x

suu
s3
u

− 2R′(
sxsuu − sxusu

s3
u

+ bx
suu
s3
u

)
}

+

+
1

σ

{
[(s+ b)2 +2(s+ b)R+R2 +R′

2
]

1

s2
u

−2R′(−sx
su
− bx
su

)
1

su
+(−sx

su
− bx
su

)2
}
.

После домножения на −s3
u уравнение можно записать в виде

(s+ b+R)2s2
u(st + bt) = u

{
− s2

u(s+ b+R−R′′)+

+[(s+ b)2 + 2(s+ b)R+R2 +R′
2
]suu − 2susxsux + sxxs

2
u + s2

xsuu + bxxs
2
u+

+2bx(sxsuu − sxusu) + b2
xsuu + 2R′(sxsuu − sxusu + bxsuu)

}
−

− su
σ

[
(s+ b)2 + 2(s+ b)R+R2 +R′

2
+ 2R′(sx + bx) + (sx + bx)

2
]
. (2.2.8)

Из условия (2.2.5), которое теперь запишется в виде

s(t, u, x)|u=f(t,x) = −b(t, x), (2.2.9)

найдем b и все ее производные, участвующие в уравнении (2.2.8):

b = −s|u=f ; bt = −st|u=f − su|u=fft; bx = −sx|u=f − su|u=ffx;

bxx = −sxx|u=f − 2sxu|u=ffx − su|u=ffxx − suu|u=ff
2
x .

Подставляя эти формулы в (2.2.8), получаем уравнение

(s− s|u=f +R)2s2
u(st − st|u=f − su|u=fft) = u

{
− s2

u(s− s|u=f +R−R′′)+

+[(s− s|u=f)
2 + 2(s− s|u=f)R+R2 +R′

2
]suu − 2susxsux + sxxs

2
u + s2

xsuu−
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−(sxx|u=f + 2sxu|u=ffx + su|u=ffxx + suu|u=ff
2
x)s2

u−

−2(sx|u=f + su|u=ffx)(sxsuu − sxusu) + (sx|u=f + su|u=ffx)
2suu+

+2R′(sxsuu − sxusu − (sx|u=f + su|u=ffx)suu)
}
−

−su
σ

[
(s− s|u=f)

2 + 2(s− s|u=f)R+R2 +R′
2
+ 2R′(sx− sx|u=f − su|u=ffx)+

+ (sx − sx|u=f − su|u=ffx)
2
]
. (2.2.10)

Краевое условие (2.2.6) теперь запишется в виде

s(t, u, x)|u=0 = 0. (2.2.11)

Мы вновь получили задачу, состоящую из одного уравнения, одного кра-

евого условия и одной неизвестной функции.

В задаче (2.2.10), (2.2.11) сделаем замену
v = u;

w = u− f(t, x);

y = x,

(2.2.12)

для того, чтобы сделать u = f(t, x) новой координатной плоскостью.

Чтобы полностью выразить старые переменные через новые, запишем

второе соотношение замены (2.2.12) в виде

Ψ(v − w, t, y) ≡ v − w − f(t, y) = 0. (2.2.13)

Рассуждая также, как и в Главе 1, получаем, что Ψt < 0 в некоторой

окрестности t = 0. Следовательно, по теореме о неявной функции, соот-

ношение (2.2.13) определяет аналитическую функцию

t = ψ(v − w, y)

такую, что ψ(v − w, y)|v=w = 0.

Введем следующие обозначения:

F (v − w, y) = −ft(t, y)|t=ψ(v−w,y);

G(v − w, y) = −fy(t, y)|t=ψ(v−w,y).
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В силу аналитичности функций F и G для них справедливы представ-

ления

F (v − w, y) = F0(w, y) + vF1(v, w, y);

G(v − w, y) = G0(w, y) + vG1(v, w, y).

При этом

F0 = F |v=0, F0|w=0 = −ft|t=0 = −f1;

G0 = G|v=0, G0|w=0 = −fy|t=0 = 0.

Теперь пересчитаем производные. Производные первого порядка пре-

образуются в соответствии с формулами

∂

∂t
= vt

∂

∂v
+ wt

∂

∂w
+ yt

∂

∂y
= −ft

∂

∂w
= F

∂

∂w
;

∂

∂u
= vu

∂

∂v
+ wu

∂

∂w
+ yu

∂

∂y
=

∂

∂v
+

∂

∂w
;

∂

∂x
= vx

∂

∂v
+ wx

∂

∂w
+ yx

∂

∂y
= −fx

∂

∂w
+

∂

∂y
=

∂

∂y
+G

∂

∂w
.

Учитывая эти равенства, запишем формулы для производных второго

порядка:

∂2

∂u2 =

(
∂

∂v
+

∂

∂w

)(
∂

∂v
+

∂

∂w

)
=

∂2

∂v2 + 2
∂2

∂v∂w
+

∂2

∂w2 ;

∂2

∂x2 =

(
∂

∂y
+G

∂

∂w

)(
∂

∂y
+G

∂

∂w

)
=

=
∂2

∂y2 + 2G
∂2

∂y∂w
+G2 ∂

2

∂w2 +
(
Gy +GGw

) ∂

∂w
;

∂2

∂u∂x
=

(
∂

∂v
+

∂

∂w

)(
∂

∂y
+G

∂

∂w

)
=

∂2

∂v∂y
+G

∂2

∂v∂w
+

∂2

∂w∂y
+G

∂2

∂w2 +

+
(
Gv +Gw

) ∂

∂w
=

∂2

∂v∂y
+G

∂2

∂v∂w
+

∂2

∂w∂y
+G

∂2

∂w2 .

Отсюда следует, что окончательно производные преобразуются в виде

st = Fsw; su = sv + sw; sx = sy +Gsw;

suu = svv + 2svw + sww;
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sxx = syy + 2Gsyw +G2sww + (Gy +GGw)sw;

sux = svy +Gsvw + swy +Gsww.

Таким образом, после замены (2.2.12) задача (2.2.10), (2.2.11) прини-

мает вид

(s− s|w=0 +R)2(sv + sw)2[Fsw − (Fsw)|w=0 + (sv + sw)|w=0F ] =

= v
{
−(sv+sw)2(s−s|w=0+R−R′′)+[(s−s|w=0)

2+2(s−s|w=0)R+R2+R′
2
]×

×(svv + 2svw + sww)− 2(sv + sw)(sy +Gsw)(svy +Gsvw + swy +Gsww)+

+[syy + 2Gsyw +G2sww + (Gy +GGw)sw](sv + sw)2+

+(sy+Gsw)2(svv+2svw+sww)−
[
[syy+2Gsyw+G2sww+(Gy+GGw)sw]|w=0−

−2(svy +Gsvw + swy +Gsww)|w=0G− (sv + sw)|w=0Gy+

+(svv +2svw+sww)|w=0G
2
]
(sv +sw)2−2[(sy +Gsw)|w=0− (sv +sw)|w=0G]×

×[(sy +Gsw)(svv + 2svw + sww)− (svy +Gsvw + swy +Gsww)(sv + sw)]+

+[(sy +Gsw)|w=0 − (sv + sw)|w=0G]2(svv + 2svw + sww)+

+2R′
[
(sy +Gsw)(svv + 2svw + sww)− (svy +Gsvw + swy +Gsww)(sv + sw)−

−[(sy +Gsw)|w=0 − (sv + sw)|w=0G](svv + 2svw + sww)
]}
−

−sv + sw
σ

{
(s− s|w=0)

2 + 2(s− s|w=0)R +R2 +R′
2
+

+2R′[sy +Gsw − (sy +Gsw)|w=0 + (sv + sw)|w=0G]+

+ [sy +Gsw − (sy +Gsw)|w=0 + (sv + sw)|w=0G]2
}

; (2.2.14)

s(v, w, y)|v=0 = 0. (2.2.15)

Для того, чтобы сделать последнюю замену

s(v, w, y) = vs1(w, y) + v2S(v, w, y), (2.2.16)

определим функцию s1 = sv|v=0. Для этого положим в уравнении (2.2.14)

v = 0. С учетом равенств

s|v=0 = sw|v=0 = sy|v=0 = 0,
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F |v=0 = F0, F |v=w=0 = −f1,

G|v=0 = G0, G|v=w=0 = 0

получаем уравнение

R2s2
1(s1|w=0)F0 = −s1

σ

[
R2 +R′

2
+ 2R′s1|w=0G0 + (s1|w=0G0)

2
]
.

Поделив обе части уравнения на s1, получаем равенство

R2s1(s1|w=0)F0 = −1

σ

[
R2 +R′

2
+ 2R′s1|w=0G0 + (s1|w=0G0)

2
]
. (2.2.17)

Положив в (2.2.17) w = 0, найдем функцию s1,0 = s1|w=0:

s1,0 = ±

√
R2 +R′2

σR2f1
.

Как и в Главе 1, будем рассматривать случай, когда s1,0 < 0.

Из (2.2.17) получаем, что s1 определяется по формуле

s1 = − 1

σR2s1,0F0

[
R2 + (R′ + s1,0G0)

2
]
. (2.2.18)

Теперь, исходя из разложения (2.2.16), пересчитаем производные. По-

лучаем следующие формулы:

sv = s1 + 2vS + v2Sv; svv = 2S + 4vSv + v2Svv;

sw = vs1w + v2Sw; sww = vs1ww + v2Sww;

sy = vs1y + v2Sy; syy = vs1yy + v2Syy; swy = vs1wy + v2Swy;

svw = s1w + 2vSw + v2Svw; svy = s1y + 2vSy + v2Svy.

Подставим полученные формулы в уравнение (2.2.14). Получаем, что

задача (2.2.14), (2.2.15) сводится к одному уравнению

[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0 +R]2(s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2×

×[F (vs1w + v2Sw)− F |w=0(vs1w + v2Sw)|w=0+

+(s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)|w=0F ] =

= v
{
−(s1+2vS+v2Sv+vs1w+v2Sw)2[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0+R−R′′]+
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+
[
[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0]

2+2[vs1+v2S−(vs1+v2S)|w=0]R+R2+R′
2
]
×

×(2S + 4vSv + v2Svv + 2s1w + 4vSw + 2v2Svw + vs1ww + v2Sww)−

−2(s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)[vs1y + v2Sy +G(vs1w + v2Sw)]×

×[s1y + 2vSy + v2Svy +G(s1w + 2vSw + v2Svw) + vs1wy + v2Swy+

+G(vs1ww + v2Sww)] + [vs1yy + v2Syy + 2G(vs1wy + v2Swy)+

+G2(vs1ww + v2Sww) + (Gy +GGw)(vs1w + v2Sw)]×

×(s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2 + [vs1y + v2Sy +G(vs1w + v2Sw)]2×

×(2S + 4vSv + v2Svv + 2s1w + 4vSw + 2v2Svw + vs1ww + v2Sww)−

−
[
[vs1yy + v2Syy + 2G(vs1wy + v2Swy) +G2(vs1ww + v2Sww)+

+(Gy +GGw)(vs1w + v2Sw)]|w=0 − 2[s1y + 2vSy + v2Svy+

+G(s1w + 2vSw + v2Svw) + vs1wy + v2Swy +G(vs1ww + v2Sww)]|w=0G−

−(s1+2vS+v2Sv+vs1w+v2Sw)|w=0Gy+(2S+4vSv+v2Svv+2s1w+4vSw+

+2v2Svw + vs1ww + v2Sww)|w=0G
2
]
(s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2−

−2
[
[vs1y+v

2Sy+G(vs1w+v2Sw)]|w=0−(s1+2vS+v2Sv+vs1w+v2Sw)|w=0G
]
×

×
[
[vs1y+v2Sy+G(vs1w+v2Sw)](2S+4vSv+v2Svv+2s1w+4vSw+2v2Svw+

+vs1ww+v2Sww)−[s1y+2vSy+v
2Svy+G(s1w+2vSw+v2Svw)+vs1wy+v

2Swy+

+G(vs1ww + v2Sww)](s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)
]
+

+
[
[vs1y+v

2Sy+G(vs1w+v2Sw)]|w=0−(s1+2vS+v2Sv+vs1w+v2Sw)|w=0G
]2
×

×(2S + 4vSv + v2Svv + 2s1w + 4vSw + 2v2Svw + vs1ww + v2Sww)+

+2R′
[
[vs1y + v2Sy +G(vs1w + v2Sw)](2S + 4vSv + v2Svv + 2s1w + 4vSw+

+2v2Svw + vs1ww + v2Sww)− [s1y + 2vSy + v2Svy +G(s1w + 2vSw + v2Svw)+

+vs1wy + v2Swy +G(vs1ww + v2Sww)](s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)−

−
[
[vs1y+v

2Sy+G(vs1w+v2Sw)]|w=0−(s1+2vS+v2Sv+vs1w+v2Sw)|w=0G
]
×

×(2S + 4vSv + v2Svv + 2s1w + 4vSw + 2v2Svw + vs1ww + v2Sww)
]}
−
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−s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw
σ

{
[vs1 + v2S − (vs1 + v2S)|w=0]

2+

+2[vs1+v
2S−(vs1+v

2S)|w=0]R+R2+R′
2
+2R′[vs1y+v

2Sy+G(vs1w+v2Sw)−

−[vs1y+v
2Sy+G(vs1w+v2Sw)]|w=0+(s1+2vS+v2Sv+vs1w+v2Sw)|w=0G]+

+[vs1y + v2Sy +G(vs1w + v2Sw)− [vs1y + v2Sy +G(vs1w + v2Sw)]|w=0+

+ (s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)|w=0G]2
}
. (2.2.19)

Используя рассуждения, аналогичные рассуждениям, приведенным в

Главе 1, мы можем привести уравнение (2.2.19) к виду

2
(

1 +
1

σ

)
S +

(
4 +

1

σ

)
vSv + v2Svv +

2

σ

s1

s1,0
(S|w=0) +

1

σ

s1

s1,0
v(Sv|w=0) =

= B1(w, y)(S|w=0) +B2(w, y)v(Sv|w=0) +B3(w, y)v2(Svv|w=0)+

+ h0(v, w, y) + vh1 + v2h2 + v3h3, (2.2.20)

где функции h1, h2, h3 зависят от переменных v, w, y, функции S и ее

частных производных, причем наивысший порядок производной по v,

входящей в функцию hi не превышает i− 1, i = 1, 2, 3. Функции B1, B2

и B3 обращаются в нуль при w = 0.

Можно показать, что уравнение вида

2
(

1 +
1

σ

)
Z +

(
4 +

1

σ

)
vZv + v2Zvv = [1 +B(w, y)]H, (2.2.21)

является мажорантным для уравнения (2.2.20), если

B(w, y)� B1 +B2 +B3 −
s1

s1,0
;

H = H0 + vH1 + v2H2 + v3H3 � h0 + vh1 + v2h2 + v3H3.

При доказательстве существования аналитического мажорирующего

нуль решения уравнения (2.2.21) мы руководствуемся теми же сообра-

жениями, что и в Главе 1. Теорема 3 доказана.
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2.3 Построение решения в виде ряда

В этом разделе мы построим для исходной задачи

(r+R)2ut = u
[
(r+R−R′′)ur + (r2 + 2rR+R2 +R′

2
)urr +uxx−2R′uxr

]
+

+
1

σ

[
(r2 + 2rR +R2 +R′

2
)u2

r − 2R′uxur + u2
x

]
; (2.3.1)

u(t, r, x)|r=0 = f(t, x) (2.3.2)

решение в виде двойного степенного ряда
∞∑

n,m=0

un,m(x)
tn

n!

rm

m!
, (2.3.3)

в котором

un,m(x) =
∂n+mu

∂tn∂rm

∣∣∣
t=0
r=0

.

Из условия (2.3.2) можно определить коэффициенты un,0:

un,0(x) = fn(x);

u0,0(x) = f0(x) ≡ 0.

Здесь fn(x) — это коэффициенты разложения функции f(t, x) в ряд

f(t, x) =
∞∑
n=0

fn(x)
tn

n!
.

Определим u0,1. Для этого положим в (2.3.1) t = r = 0. С учетом

равенства ux|t=r=0 = 0 получаем уравнение

R2u1,0 =
R2 +R′2

σ
u2

0,1. (2.3.4)

Преобразуя (2.3.4), находим u0,1:

u0,1 = ± R√
R2 +R′2

√
σf1.

Будем рассматривать случай отрицательного u0,1, второй случай рас-

сматривается аналогично.

Прежде чем продолжить определение коэффициентов ряда (2.3.3), за-

пишем уравнение (2.3.1) в виде

(r +R)2ut = [(r +R)2 +R′
2
]uurr +

1

σ
[(r +R)2 +R′

2
]u2
r + P1, (2.3.5)
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в котором

P1 = u[(r +R−R′′)ur + uxx − 2R′uxr] +
1

σ
(−2R′uxur + u2

x).

Поделив обе части уравнения (2.3.5) на (r +R)2, получим

ut =

[
1 +

R′2

(r +R)2

]
uurr +

1

σ

[
1 +

R′2

(r +R)2

]
u2
r + P2. (2.3.6)

Здесь P2 = 1
(r+R)2P1. Если ввести новое обозначение

c0(r, x) = 1 +
R′2

(r +R)2 ,

то уравнение (2.3.6) запишется в виде

ut = c0uurr +
1

σ
c0u

2
r + P2. (2.3.7)

Теперь применим к уравнению (2.3.7) оператор ∂n

∂tn−k∂rk
| t=0
r=0

, предпола-

гая, что k = 0, 1, ..., n. Вновь воспользовавшись формулой

∂n(αβ)

∂tn−k∂rk
=

n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
k

∂i+jα

∂ti∂rj
∂n−i−jβ

∂tn−k−i∂rk−j
,

получим уравнение

un−k+1,k =
n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
k

∂i+j(c0u)

∂ti∂rj

∣∣∣
t=r=0

un−k−i,k−j+2+

+
1

σ

n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
k

∂i+j(c0ur)

∂ti∂rj

∣∣∣
t=r=0

un−k−i,k−j+1 +
∂nP2

∂tn−k∂rk

∣∣∣
t=r=0

. (2.3.8)

Помня, что c0 не зависит от t, получаем формулы

∂i+j(c0u)

∂ti∂rj

∣∣∣
t=0
r=0

=
i∑

m=0

j∑
l=0

Cm
i C

l
jum,l

∂i−m+j−lc0

∂ti−m∂rj−l

∣∣∣
t=0
r=0

=

j∑
l=0

C l
jui,l

∂j−lc0

∂rj−l

∣∣∣
r=0

;

∂i+j(c0ur)

∂ti∂rj

∣∣∣
t=0
r=0

=

j∑
l=0

C l
jui,l+1

∂j−lc0

∂rj−l

∣∣∣
r=0
.

Подставляя полученные формулы в уравнение (2.3.8), получаем ра-

венство

un−k+1,k =
n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
k

( j∑
l=0

C l
jui,l

∂j−lc0

∂rj−l

∣∣∣
r=0

)
un−k−i,k−j+2+
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+
1

σ

n−k∑
i=0

k∑
j=0

C i
n−kC

j
k

( j∑
l=0

C l
jui,l+1

∂j−lc0

∂rj−l

∣∣∣
r=0

)
un−k−i,k−j+1+

+
∂nP2

∂tn−k∂rk

∣∣∣
t=r=0

. (2.3.9)

Уравнение (2.3.9) можно записать в виде

un−k+1,k −
(
k +

2

σ

)
u0,1c0(0, x)un−k,k+1 − (n− k)f1c0(0, x)un−k−1,k+2 =

= Ln−k,k, (2.3.10)

где

Ln−k,k =
n−k∑
i=0
i+j 6=0

k∑
j=0
i+j 6=1

C i
n−kC

j
k

( j∑
l=0

C l
jui,l

∂j−lc0

∂rj−l

∣∣∣
r=0

)
un−k−i,k−j+2+

+
1

σ

n−k∑
i=0
i+j 6=0

k∑
j=0
i+j 6=n

C i
n−kC

j
k

( j∑
l=0

C l
jui,l+1

∂j−lc0

∂rj−l

∣∣∣
r=0

)
un−k−i,k−j+1+

+
1

σ
u0,1

k−1∑
l=0

C l
kun−k,l+1

∂k−lc0

∂rk−l

∣∣∣
r=0

+
∂nP2

∂tn−k∂rk

∣∣∣
t=r=0

.

Можно показать, что Ln−k,k зависят только лишь от тех коэффициентов,

сумма индексов которых не превосходит n.

Выдвинем теперь предположение индукции: пусть определены все ко-

эффициенты ряда (2.3.3) до n-го порядка включительно. Используя фор-

мулу (2.3.10), мы можем получить систему уравнений

An+1 ×


un,1

un−1,2
...

u0,n+1

 =


Ln,0 − fn+1

Ln−1,1
...

L0,n

 , (2.3.11)
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в которой An+1 — квадратная трехдиагональная матрица вида

An+1 =



a0 bn 0 . . . 0 0

1 a1 bn−1 . . . 0 0

0 1 a2 . . . 0 0

. . . . . .

0 0 0 . . . an−1 b1

0 0 0 . . . 1 an


(2.3.12)

с элементами

ai = −
(
i+

2

σ

)
u0,1c0(0, x) > 0, i = 0, 1, ..., n;

bj = −jf1c0(0, x) < 0, i = 1, ..., n.

Таким образом, мы получили систему из n + 1 уравнений (2.3.11),

схожую с системой (1.3.10) и обладающую теми же важными свойствами:

1. Правая часть системы зависит только от коэффициентов порядка

не выше n, т. е., по предположению индукции, зависит только от

известных нам функций.

2. Все элементы наддиагонали матрицы (2.3.12) отрицательны, а эле-

менты поддиагонали и главной диагонали положительны, что обес-

печивает невырожденность матрицы.

Следовательно, на основании принципа математической индукции мож-

но утверждать, что система (2.3.11) однозначно разрешима. А значит, и

все коэффициенты ряда (2.3.3) определяются однозначно.

Из теоремы 3 вытекает

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 3, причем Υ = [0; 2π],

а функции f и R удовлетворяют условиям R(ϕ) = R(ϕ+2π), f(τ, ϕ) =

f(τ, ϕ+ 2π). Тогда задача (2.1.1), (2.1.2) имеет единственное решение,

удовлетворяющее начальному условию u|t=0 = 0, являющееся в некото-

рой окрестности τ = 0, ρ = R аналитической тепловой волной, если

выбрано направление движения фронта последней.
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Обоснование следствия 3 проводится аналогично обоснованию след-

ствия 1 и здесь не приводится. При этом периодичность по ϕ с периодом

2π функций f и R, определяющей краевые условия, позволяет интер-

претировать построенную тепловую волну как решение задачи об ини-

циировании тепловой волны краевым режимом, заданными на границе

области, обладающей свойством звездности.

Отметим также, что уравнение (2.1.1), как ранее уравнение (1.5.1),

можно рассматривать в качестве самостоятельного математического объ-

екта и не требовать периодичности по ϕ.

Замечание 4. Необходимость использования полярной системы коор-

динат для некоторых задач вида (2.1.1), (2.1.2) носит принципиальный

характер: если краевые условия заданы на многообразиях вида R(ϕ) =

R0 + sinnϕ, R0 > 1 или R(ϕ) = 1 + e−ϕ
2, то очевидно, что рассматривать

такие задачи в декартовых координатах весьма проблематично, посколь-

ку в первом случае мы имеем сложную замкнутую линию с n «пальцами»

(при целых n; однако n может быть любым действительным числом), а во

втором — спираль с бесконечным числом витков, расстояние между кото-

рыми может быть сколь угодно малым. В цилиндрических (полярных)

же координатах затруднений не возникает, если только аналитическая

функция f , удовлетворяет условиям (2.1.3).
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Глава 3

Задача в пространстве R3

В этой главе результаты, полученные в главе 2, переносятся на случай

трех пространственных переменных. В разделах 3.1, 3.2 формулируется

и доказывается теорема существования и единственности аналитическо-

го решения (более общая, чем в разделе 1.5). В разделе 3.3 проводится

процедура построения решения в виде двойного степенного ряда, форму-

лируется следствие (о существовании тепловой волны) доказанной ранее

теоремы.

3.1 Постановка задачи. Формулировка теоремы

Рассматривается нелинейное уравнение теплопроводности в сфериче-

ских координатах (см. раздел 1.5)

uτ = u

(
2

ρ
uρ +

ctg θ

ρ2 uθ + uρρ +
1

ρ2 sin2 θ
uϕϕ +

1

ρ2uθθ

)
+

+
1

σ

(
u2
ρ +

1

ρ2 sin2 θ
u2
ϕ +

1

ρ2u
2
θ

)
. (3.1.1)

Здесь σ — положительная константа. Так как в уравнении (3.1.1) содер-

жатся множители ctg θ и 1/ sin2 θ, то возникает необходимость ввести

соответствующие ограничения на θ.

Пусть независимые переменные ρ, ϕ, θ удовлетворяют ограничениям

ρ > 0; ϕ ∈ Υ; 0 < θ1 ≤ θ ≤ π − θ2,

где θ1 и θ2 > 0 — малые константы; Υ — некоторый конечный или бес-

конечный числовой промежуток (отрезок, интервал, полуинтервал).
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Для уравнения (3.1.1) рассматривается краевое условие

u(τ, ρ, ϕ, θ)|ρ=R(ϕ,θ) = f(τ, ϕ, θ), (3.1.2)

в котором функции R(ϕ, θ) и f(τ, ϕ, θ) удовлетворяют условиям

R(ϕ, θ) > 0, f(0, ϕ) = 0, fτ(0, ϕ) = f1(ϕ) > 0. (3.1.3)

В частном случае, когда справедливы равенства R(ϕ, θ) = R(ϕ +

2π, θ), f(τ, ϕ, θ) = f(τ, ϕ+ 2π, θ), имеем задачу для уравнения (2) с дан-

ными на границе множества, обладающего свойством звездности (см.

следствие 4).

Для задачи (3.1.1), (3.1.2) справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть функции R(ϕ, θ), f = f(τ, ϕ, θ), удовлетворяющие

условиям (3.1.3), являются аналитическими в некоторой окрестности

τ = 0 и при всех допустимых ϕ и θ. Тогда задача (3.1.1), (3.1.2) имеет

единственное аналитическое решение в некоторой окрестности τ = 0,

ρ = R(ϕ, θ), если выбран знак uρ| τ=0
ρ=R

.

После домножения (3.1.1) на ρ2 получим уравнение

ρ2uτ = u

(
2ρuρ + ctg θuθ + ρ2uρρ +

1

sin2 θ
uϕϕ + uθθ

)
+

+
1

σ

(
ρ2u2

ρ +
1

sin2 θ
u2
ϕ + u2

θ

)
. (3.1.4)

Теперь сделаем замену t = τ ; r = ρ − R(ϕ, θ); ϕ = x1; θ = x2.

Производные преобразуются по формулам

uτ = ut; uρ = ur; uρρ = urr;

uϕ = ux1
−Rx1

ur; uϕϕ = ux1x1
−Rx1x1

ur − 2Rx1
ux1r +Rx1

2urr;

uθ = ux2
−Rx2

ur; uθθ = ux2x2
−Rx2x2

ur − 2Rx2
ux2r +Rx2

2urr.

В итоге задача (3.1.1), (3.1.2) примет вид

(r +R)2ut = u
[
2(r +R)ur + (r +R)2urr + ctg x2(ux2

−Rx2
ur)+
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+
2∑
i=1

ci(uxixi − 2Rxiurxi −Rxixiur +R2
xi
urr)

]
+

+
1

σ

[
(r +R)2u2

r +
2∑
i=1

ci(uxi −Rxiur)
2
]
; (3.1.5)

u(t, r, x1, x2)|r=0 = f(t, x1, x2). (3.1.6)

Здесь за c1 и c2 обозначены функции

c1 =
1

sin2 x2
; c2 = 1.

В дальнейшем мы будем рассматривать задачу (3.1.5), (3.1.6), которая

эквивалентна исходной.

3.2 Доказательство существования аналитического решения

Доказательство теоремы опирается на те же рассуждения, что и в

Главе 2, поэтому здесь освещаются только основные моменты. Некоторые

наиболее громоздкие выкладки опускаются.

В задаче (3.1.5), (3.1.6) сделаем замену
τ = t;

s = r − b(t, x1, x2);

y1 = x1;

y2 = x2,

(3.2.1)

в которой b— пока еще неизвестная функция, аналитическая в некоторой

окрестности t = 0 и при всех допустимых x1, x2 и удовлетворяющая

условиям

b(t, x1, x2)|t=0 = 0, bt(t, x1, x2)|t=0 > 0

и аналитическая в некоторой окрестности t = 0 и при всех допустимых

x1, x2. Для функции b, как и в предыдущих главах, будет справедливо

равенство

u(t, r, x1, x2)|r=b(t,x1,x2) = 0. (3.2.2)
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Для этой и последующих замен вывод формул, согласно которым пре-

образуются производные, описан в разделе 1.5, и здесь не имеет смысла

его повторять.

После преобразования (3.2.1) задача (3.1.5), (3.1.6) принимает вид

(s+ b+R)2(uτ − bτus) = u
[
2(s+ b+R)us + ctg y2(uy2 − by2us −Ry2us)+

+(s+ b+R)2uss +
2∑
i=1

ci

(
uyiyi − byiyius − 2byiuyis + b2

yi
uss−

−2Ryi(usyi − byiuss)−Ryiyius +R2
yi
uss

)]
+

+
1

σ

[
(s+ b+R)2u2

s +
2∑
i=1

ci(uyi − byius −Ryius)
2
]
; (3.2.3)

u(τ, s, y1, y2)|s=−b(τ,y1,y2) = f(τ, y1, y2); (3.2.4)

u(τ, s, y1, y2)|s=0 = 0. (3.2.5)

Теперь с помощью замены
t = τ ;

s = s(τ, u, y1, y2);

x1 = y1;

x2 = y2

(3.2.6)

поменяем ролями u и s так, чтобы s стала неизвестной функцией, а

u независимой переменной. Уравнение (3.2.3) после проведения замены

(3.2.6) и домножения на −s3
u принимает вид

(s+ b+R)2(st + bt)s
2
u = u

[
− 2(s+ b+R)s2

u + ctg x2(sx2
+ bx2

+Rx2
)s2
u+

+(s+ b+R)2suu +
2∑
i=1

ci

(
sxixis

2
u + s2

xi
suu − 2susxisuxi + bxixis

2
u+

+2bxi(sxisuu − suxisu) + b2
xi
suu + 2Rxi(sxisuu − suxisu + bxisuu)+

+Rxixis
2
u +R2

xi
suu

)]
− su
σ

[
(s+ b+R)2 +

2∑
i=1

ci(sxi + bxi +Rxi)
2
]
. (3.2.7)

Краевое условие (3.2.4) запишется в виде

s(t, u, x1, x2)|u=f(t,x1,x2) = −b(t, x1, x2). (3.2.8)
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Теперь из (3.2.8) можно выразить функцию b(t, x1, x2) и все ее производ-

ные, участвующие в уравнении (3.2.7):

b = −s|u=f ; bt = −st|u=f − su|u=fft; bxi = −sxi|u=f − su|u=ffxi;

bxixi = −sxixi|u=f − 2suxi|u=ffxi − su|u=ffxixi − suu|u=ff
2
xi

; i = 1, 2.

Подставляя эти выражения в уравнение (3.2.7), мы получаем уравнение

(s− s|u=f +R)2(st − st|u=f − su|u=fft)s
2
u = u

[
− 2(s− s|u=f +R)s2

u+

+(s− s|u=f +R)2suu + ctg x2(sx2
− sx2

|u=f − su|u=ffx2
+Rx2

)s2
u+

+
2∑
i=1

ci

(
sxixis

2
u + s2

xi
suu − 2susxisuxi − (sxixi|u=f + 2suxi|u=ffxi+

+su|u=ffxixi + suu|u=ff
2
xi

)s2
u − 2(sxi|u=f + su|u=ffxi)(sxisuu − suxisu)+

+(sxi|u=f +su|u=ffxi)
2suu+2Rxi(sxisuu−suxisu− (sxi|u=f +su|u=ffxi)suu)+

+Rxixis
2
u +R2

xi
suu

)]
− su
σ

[
(s− s|u=f +R)2+

+
2∑
i=1

ci(sxi − sxi|u=f − su|u=ffxi +Rxi)
2
]
. (3.2.9)

Теперь мы вновь получили задачу, состоящую из одного уравнения (3.2.9),

одной неизвестной функции s и одного краевого условия (3.2.5), которое

запишется в виде

s(t, u, x1, x2)|u=0 = 0. (3.2.10)

Далее, чтобы сделать u = f(t, x1, x2) новой координатной плоскостью,

проведем замену 
v = u;

w = u− f(t, x1, x2);

y1 = x1;

y2 = x2.

(3.2.11)

Из второго соотношения замены, которое запишем в виде

Ψ(v − w, t, y1, y2) ≡ v − w − f(t, y1, y2) = 0, (3.2.12)

100



можно получить новое представление для переменной t. Так как Ψt < 0

в некоторой окрестности t = 0, то по теореме о неявной функции соот-

ношение (3.2.12) определяет аналитическую функцию

t = ψ(v − w, y1, y2)

такую, что ψ(v − w, y1, y2)|v=w = 0.

Как и в разделе 1.5, чтобы записать получившиеся после последнего

преобразования формулы в менее громоздком виде, введем обозначения

F (v − w, y1, y2) = −ft(t, y1, y2)|t=ψ(v−w,y1,y2);

Gi(v − w, y1, y2) = −fyi(t, y1, y2)|t=ψ(v−w,y1,y2), i = 1, 2.

Отметим также, что, так как F , G1, G2 — аналитические функции, то

справедливы представления

F (v − w, y1, y2) = F0(w, y1, y2) + vF1(v, w, y1, y2);

Gi(v − w, y1, y2) = Gi,0(w, y1, y2) + vGi,1(v, w, y1, y2), i = 1, 2,

в которых

F0 = F |v=0, F0|w=0 = −ft|t=0,

Gi,0 = Gi|v=0, Gi,0|w=0 = −fyi|t=0 = 0.

Задача (3.2.9), (3.2.10) приобретает вид

(s− s|w=0 +R)2
(
Fsw − (Fsw)|w=0 + (sv + sw)|w=0F

)
(sv + sw)2 =

= v
[
(s− s|w=0 +R)2svv − (svv)|w=0

2∑
i=1

ciG
2
i (sv + sw)2 + svv

2∑
i=1

ciqi + q0

]
−

−sv + sw
σ

[
(s− s|w=0 +R)2+

+
2∑
i=1

ci

(
Gisw + syi− (Gisw + syi)|w=0 + (sv + sw)|w=0Gi+Ryi

)2]
; (3.2.13)

s(v, w, y1, y2)|v=0 = 0. (3.2.14)

Формулы для qi, i = 0, 1, 2 здесь не приводится в силу крайней гро-

моздкости, отметим только, что qi не зависят от svv и svv|w=0. То есть в

уравнении (3.2.13) специально выделены все слагаемые, которые после
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следующей замены — частичного разложения в ряд — могут зависеть от

выражений вида (1.2.21).

Теперь определим s1 = sv|v=0. Это можно сделать, положив в уравне-

нии (3.2.13) v = 0. Учитывая равенство (3.2.14), получаем

R2s2
1|w=0F0s1 = −s1

σ

[
R2 +

2∑
i=1

ci(s1|w=0Gi,0 +Ryi)
2
]
.

Предполагая, что s1 6= 0, поделим обе части последнего соотношения на

s1. Получаем равенство

R2s1|w=0F0s1 = −1

σ

[
R2 +

2∑
i=1

ci(s1|w=0Gi,0 +Ryi)
2
]
. (3.2.15)

Функцию s1,0 = s1|w=0 можно определить, полагая в (3.2.15) w = 0. С

учетом равенства Gi,0|w=0 = 0 имеем

s1,0 = ± 1

R
√
σf1

√
R2 + c1R2

y1
+ c2R2

y2
.

Как и в Главах 1 и 2, мы будем рассматривать случай, когда s1,0 < 0.

Второй случай рассматривается аналогично.

Теперь из формулы (3.2.15) можно найти s1:

s1 = − 1

σR2s1,0F0

[
R2 +

2∑
i=1

ci(s1,0Gi,0 +Ryi)
2
]
. (3.2.16)

Теперь в задаче (3.2.13), (3.2.14) можно сделать последнюю замену

s(v, w, y1, y2) = vs1(w, y1, y2) + v2S(v, w, y1, y2).

Задача (3.2.13), (3.2.14) преобразуется в виде[
v(s1−s1,0)+v2(S−S|w=0)+R

]2[
F (vs1w+v2Sw)−F |w=0(vs1w+v2Sw)|w=0

+(s1 + 2vS+v2Sv +vs1w +v2Sw)|w=0F
]
(s1 + 2vS+v2Sv +vs1w +v2Sw)2 =

= v
{

(2S + 4vSv + v2Svv)
[
v(s1 − s1,0) + v2(S − S|w=0) +R

]2
−

−(2S + 4vSv + v2Svv)|w=0

2∑
i=1

ciG
2
i (S1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw)2+
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+(2S + 4vSv + v2Svv)
2∑
i=1

ciqi + q0

}
−

−s1 + 2vS + v2Sv + vs1w + v2Sw
σ

{[
v(s1 − s1,0) + v2(S − S|w=0) +R

]2
+

+
2∑
i=1

ci

[
Gi(vs1w + v2Sw)− [Gi(vs1w + v2Sw) + vs1yi + v2Syi]|w=0+

+ vs1yi + v2Syi + (s1 + 2vS+ v2Sv + vs1w + v2Sw)|w=0Gi +Ryi

]2}
. (3.2.17)

После приведения подобных (с учетом равенства (3.2.16)), деления на

v и остальных преобразований уравнение (3.2.17) можно записать в виде

2
(

1 +
1

σ

)
S +

(
4 +

1

σ

)
vSv + v2Svv +

2

σ

s1

s1,0
(S|w=0) +

1

σ

s1

s1,0
v(Sv|w=0) =

= B1(w, y1, y2)(S|w=0) +B2(w, y1, y2)v(Sv|w=0)+

+B3(w, y1, y2)v
2(Svv|w=0) + h0(v, w, y1, y2) + vh1 + v2h2 + v3h3, (3.2.18)

в котором функции h1, h2, h3 зависят от переменных v, w, y1, y2, функции

S и ее частных производных таких, что наивысший порядок производной

по v, входящей в функцию hi не превышает i − 1, i = 1, 2, 3. Функции

B1, B2 и B3 обращаются в нуль при w = 0.

Можно показать, что уравнение вида(
1 +

1

σ

)
Z +

(
4 +

1

σ

)
vZv + v2Zvv = [1 +B(w, y1, y2)]H, (3.2.19)

является мажорантным для уравнения (3.2.18), если

B(w, y1, y2)� B1(w, y1, y2) +B2(w, y1, y2) +B3(w, y1, y2)−
s1

s1,0
;

H = H0 + vH1 + v2H2 + v3H3 � h0 + vh1 + v2h2 + v3h3.

Далее доказательство опирается на те же рассуждения, что и в Главах

1, 2. Теорема 4 доказана.

3.3 Построение решения в виде ряда

Для задачи

(r +R)2ut = u
[
2(r +R)ur + (r +R)2urr + ctg x2(ux2

−Rx2
ur)+

103



+
2∑
i=1

ci(uxixi − 2Rxiurxi −Rxixiur +R2
xi
urr)

]
+

+
1

σ

[
(r +R)2u2

r +
2∑
i=1

ci(uxi −Rxiur)
2
]
; (3.3.1)

u(t, r, x1, x2)|r=0 = f(t, x1, x2) (3.3.2)

построим решение в виде двойного степенного ряда
∞∑

n,m=0

un,m(x1, x2)
tn

n!

rm

m!
, (3.3.3)

в котором

un,m(x1, x2) =
∂n+mu

∂tn∂rm
|t=0;r=0.

По условию теоремы 4 для функции f(t, x1, x2) справедливо представ-

ление

f(t, x1, x2) =
∞∑
n=0

fn(x1, x2)
tn

n!
.

Коэффициенты un,0 можно определить из краевого условия (3.3.2):

u(t, r, x1, x2)|r=0 =
∞∑
n=0

un,0(x1, x2)
tn

n!
=

∞∑
n=0

fn(x1, x2)
tn

n!
.

Видно, что un,0 = fn, n = 0, 1, 2, .... В частности, u0,0 = f0 = 0.

Для того, чтобы определить коэффициент u0,1, положим в уравнении

(3.3.1) t = r = 0. Получаем уравнение

R2u1,0 =
u2

0,1

σ

[
R2 +

2∑
i=1

ciR
2
xi

]
,

преобразуя которое, получим

R2σf1

[
R2 +

2∑
i=1

ciR
2
xi

]−1
= u2

0,1.

Отсюда следует, что коэффициент u0,1 определяется двояко по формуле

u0,1 = ± R√
R2 + c1R2

x1
+ c2R2

x2

√
σf1.

Далее будем рассматривать случай

u0,1 = − R√
R2 + c1R2

x1
+ c2R2

x2

√
σf1.
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Случай, когда u0,1 > 0 рассматривается аналогично.

Как и в Главе 2, уравнение (3.3.1) можно привести к виду, аналогич-

ному (2.3.7):

ut = c0uurr +
1

σ
c0u

2
r + P2, (3.3.4)

в котором

c0(r, x1, x2) = 1 +
1

(r +R)2

2∑
i=1

ciR
2
xi

;

P2 =
1

(r +R)2P1;

P1 = u
[
2(r+R)ur+ctg x2(ux2

−Rx2
ur)+

2∑
i=1

ci(uxixi−2Rxiurxi−Rxixiur)
]
+

+
1

σ

2∑
i=1

ci(u
2
xi
− 2Rxiuxiur);

Теперь определим остальные коэффициенты ряда (3.3.3). Для этого

применим к уравнению (3.3.4) оператор ∂n

∂tn−k∂rk
| t=0
r=0

, k = 0, 1, ..., n. Заме-

тим также, что, несмотря на то, что c0 и P2 отличаются от c0 и P2 из

раздела 2.3, они все же обладают теми же свойствами, которые имеют

существенное значение при построении уравнения (2.3.10). А именно, c0

зависит от r, но не зависит от t, а функция P2 такова, что ∂nP2

∂tn−k∂rk
| t=0
r=0

не

зависит от коэффициентов ряда (3.3.3), порядок которых превышает n.

Поэтому после всех преобразований мы получим уравнение

un−k+1,k −
(
k +

2

σ

)
u0,1c0(0, x, y)un−k,k+1−

− (n− k)f1c0(0, x, y)un−k−1,k+2 = Ln−k,k, (3.3.5)

в котором Ln−k,k определяется так же, как и в разделе 2.3 (с учетом,

конечно, новых c0 и P2).

Система уравнений для определения коэффициентов порядка n + 1

запишется в виде (2.3.11). Элементы матрицы An+1 будут иметь вид

ai = −
(
i+

2

σ

)
u0,1c0(0, x, y) > 0, i = 0, 1, ...n;

bj = −jf1c0(0, x, y) < 0, j = 1, ..., n,
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то есть матрица An+1 обратима. А значит на основании принципа мате-

матической индукции можно утверждать, что все коэффициенты ряда

(3.3.3) определяются однозначно.

Из теоремы 4 вытекает

Следствие 4. Пусть выполнены условия теоремы 4, причем Υ = [0; 2π],

а функции R и f удовлетворяют условиям R(ϕ, θ) = R(ϕ + 2π, θ),

f(τ, ϕ, θ) = f(τ, ϕ + 2π, θ). Тогда задача (3.1.1), (3.1.2) имеет един-

ственное решение, удовлетворяющей начальному условию u|t=0 = 0,

являющееся в некоторой окрестности τ = 0, ρ = R(ϕ, θ) аналити-

ческой тепловой волной, если выбрано направление движения фронта

последней.

Обоснование следствия 4 проводится аналогично следствию 1 и здесь

не приводится. При этом периодичность по ϕ с периодом 2π функций f и

R, определяющей краевые условия, позволяет интерпретировать постро-

енную тепловую волну как решение задачи об инициировании тепловой

волны краевым режимом, заданными на границе области, обладающей

свойством звездности в трехмерном пространстве.

Отметим также, что уравнение (3.1.1), как ранее в разделе 1.5, можно

рассматривать в качестве самостоятельного математического объекта и

не требовать периодичности по ϕ (см. замечание в конце Главы 1).
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Заключение

Диссертация посвящена изучению нелинейного параболического урав-

нения теплопроводности. Данное уравнение также описывает фильтра-

цию идеального политропного газа в пористой среде и в отечественной

литературе именуется также «уравнением нестационарной фильтрации»,

в зарубежной — «the porous medium equation». В диссертации уравнение

рассматривается в цилиндрических (полярных) и сферических коорди-

натах

Одной из содержательных задач для нелинейного уравнения тепло-

проводности является задача об инициировании тепловой волны задан-

ным краевым режимом при наличии вырождения типа уравнения в на-

чальный момент времени. В научной литературе она иногда именует-

ся «задачей А.Д. Сахарова об инициировании тепловой волны» [104].

Данная задача является в диссертации одним из центральных объек-

тов рассмотрения. При этом исследование приводится с использованием

техники степенных рядов, которая восходит еще к O. Коши, однако со-

хранила свою актуальность и до наших дней и применяется, в частности,

в научной школе А.Ф. Сидорова. Достоинством этого подхода является

то, что он позволяет одновременно доказывать теоремы существования

и единственности решений и получать конструктивные представления

указанных решений с возможностью их использования для проведения

приближенных вычислений.

Представленные в диссертационной работе исследования основаны на

идеях и методах, предложенных в 80-х годах прошлого века известным

уральским математиком и механиком (впоследствии академиком РАН)
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А.Ф. Сидоровым и развитых в последствии его учениками. Главным

отличием полученных автором результатов от известных является то,

что удалось распространить теоремы, доказанные ранее для одномерно-

го (плоскосимметричного) и квазиодномерного случаев на существенно

неодномерный, для чего, в частности, пришлось выполнить переход в

полярную (сферическую) систему координат. Кроме того, в отличие от

предшествующих работ С.П. Баутина, автором построены решения рас-

смотренных задач в явном виде в физических переменных.

Полученные результаты имеют самостоятельное математическое зна-

чение, а также могут быть использованы при построении решений зада-

чи А.Д. Сахарова об инициировании тепловой волны краевым режимом,

заданным на границе области, обладающей свойством звездности.

Доказательство всех утверждений проводится в диссертации по еди-

ной методике, которая включает в себя следующие этапы:

1. Переход из декартовой системы координат в цилиндрическую (по-

лярную) либо сферическую.

2. Постановка краевых условий.

3. Выполнение замен искомых функций и независимых переменных

(включая аналог преобразования годографа) и сведение исходной за-

дачи А.Д. Сахарова к задаче о движении фронта тепловой волны по

холодному (нулевому) фону.

4. Доказательство существования решения в виде ряда и сходимости

последнего посредством построения мажорантной задачи.

5. Построение решения в виде ряда по степеням физических перемен-

ных, коэффициенты которого определяются при решении невырож-

денных трехдиагональных систем линейных алгебраических уравне-

ний.

При разработке методики автор опирался на работы А.Ф. Сидорова

и представителей его научной школы: С.П. Баутина, Н.А. Вагановой,
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М.Ю. Филимонова, А.Л. Казакова, однако специфика рассмотренных

задач потребовала внесения соответствующих изменений и дополнений.

Помимо доказательства теорем и построения аналитических решений,

автор выполнил также иллюстрирующие численные эксперименты с по-

мощью отрезков построенных степенных рядов, результаты которых, в

частности, были использованы при верификации расчетов, сделанных с

помощью граничноэлементного подхода. Сравнение результатов вычис-

лений, выполненных различными методами, показало хорошее их соот-

ветствие.
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Приложения

Приложение 1

В этом разделе проводится вывод уравнения (2).

Для удобства приведем здесь уравнение (1)

Ut = div(k∇U). (4.1.1)

Правую часть уравнения (4.1.1) можно записать в виде

div(k∇U) = k∆U +∇k∇U.

Мы рассматриваем случай степенной зависимости коэффициента теп-

лопроводности от температуры, т. е. k = αUσ. В этой ситуации есте-

ственно выглядит замена вида U = u
1
σ . Тогда мы получим соотношения

k = αu;

∇k = ∇(αu) = α∇u;

∇U = ∇u
1
σ =

1

σ
u

1
σ−1∇u;

∇k∇U = α
1

σ
u

1
σ−1(∇u)2;

∆U = ∆u
1
σ =

1

σ

(1

σ
− 1
)
u

1
σ−2(∇u)2 +

1

σ
u

1
σ−1∆u.

Левая часть уравнения (4.1.1) запишется в виде

Ut = (u
1
σ )t =

1

σ
u

1
σ−1ut.

С использованием данных равенств получаем соотношение
1

σ
u

1
σ−1ut = αu

[
1

σ

(1

σ
− 1
)
u

1
σ−2(∇u)2 +

1

σ
u

1
σ−1∆u

]
+

+ α
1

σ
u

1
σ−1(∇u)2. (4.1.2)
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Разделив обе части (4.1.2) на α 1
σu

1
σ−1, получим уравнение

1

α
ut = u∆u+

1

σ
(∇u)2. (4.1.3)

С помощью замены t′ = αt уравнение (4.1.3) можно привести к виду

(2) (штрих для удобства написания опущен).

Приложение 2

В этом разделе проводится подробный вывод уравнения (13).

Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности в случае трех

пространственных переменных

ut = u(uxx + uyy + uzz) +
1

σ
(u2

x + u2
y + u2

z). (4.2.1)

Для перехода к сферической системе координат сделаем замену
t = τ ;

x = ρ cosϕ sin θ;

y = ρ sinϕ sin θ;

z = ρ cos θ

(4.2.2)

при известных ограничениях на новые переменные.

Сначала полностью выразим новые переменные через старые. Учи-

тывая равенство x2 + y2 + z2 = ρ2, получаем формулу для переменной

ρ:

ρ =
√
x2 + y2 + z2.

Из последнего соотношения замены (4.2.2) выразим θ:

θ = arccos
z

ρ
= arccos

z√
x2 + y2 + z2

.

Поделив третье и второе соотношения из (4.2.2), получим

y

x
=

sinϕ

cosϕ
.

Таким образом, получаем формулу для переменной ϕ:

ϕ = arctg
y

x
.
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Получаем систему соотношений

τ = t;

ρ =
√
x2 + y2 + z2;

ϕ = arctg y
x ;

θ = arccos z√
x2+y2+z2

.

Производные первого порядка преобразуются в соответствии с соот-

ношениями
∂

∂t
= τt

∂

∂τ
+ ρt

∂

∂ρ
+ ϕt

∂

∂ϕ
+ θt

∂

∂θ
=

∂

∂τ
;

∂

∂x
= τx

∂

∂τ
+ ρx

∂

∂ρ
+ ϕx

∂

∂ϕ
+ θx

∂

∂θ
= ρx

∂

∂ρ
+ ϕx

∂

∂ϕ
+ θx

∂

∂θ
;

∂

∂y
= τy

∂

∂τ
+ ρy

∂

∂ρ
+ ϕy

∂

∂ϕ
+ θy

∂

∂θ
= ρy

∂

∂ρ
+ ϕy

∂

∂ϕ
+ θy

∂

∂θ
;

∂

∂z
= τz

∂

∂τ
+ ρz

∂

∂ρ
+ ϕz

∂

∂ϕ
+ θz

∂

∂θ
= ρz

∂

∂ρ
+ θz

∂

∂θ
.

Определяя производные от ρ по x, y, z, получаем

ρx =
x√

x2 + y2 + z2
= cosϕ sin θ; ρy =

y√
x2 + y2 + z2

= sinϕ sin θ;

ρz =
z√

x2 + y2 + z2
= cos θ.

Производные от ϕ принимают вид

ϕx = − y

x2 + y2 = − sinϕ

ρ sin θ
; ϕy =

x

x2 + y2 =
cosϕ

ρ sin θ
.

И, наконец, производные от θ определяются по формулам

θx =
zx√

x2 + y2(x2 + y2 + z2)
=

cosϕ cos θ

ρ
;

θy =
zy√

x2 + y2(x2 + y2 + z2)
=

sinϕ cos θ

ρ
; θz = −

√
x2 + y2

x2 + y2 + z2 = −sin θ

ρ
.

Таким образом, производные первого порядка преобразуются в виде

ut = uτ ;

ux = cosϕ sin θ uρ −
sinϕ

ρ sin θ
uϕ +

cosϕ cos θ

ρ
uθ;
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uy = sinϕ sin θ uρ +
cosϕ

ρ sin θ
uϕ +

sinϕ cos θ

ρ
uθ;

uz = cos θ uρ −
sin θ

ρ
uθ.

Производные первого порядка по пространственным переменным вхо-

дят в уравнение (4.2.1) в виде суммы u2
x +u2

y +u2
z. Опуская промежуточ-

ные преобразования, получаем равенство

u2
x + u2

y + u2
z = u2

ρ +
1

ρ2 sin2 θ
u2
ϕ +

1

ρ2u
2
θ.

Вычислим теперь производные второго порядка, входящие в уравне-

ние (4.2.1). Запишем формулу для uxx.

uxx =

(
ρx
∂

∂ρ
+ ϕx

∂

∂ϕ
+ θx

∂

∂θ

)
ux =

=

(
ρx
∂

∂ρ
+ ϕx

∂

∂ϕ
+ θx

∂

∂θ

)(
cosϕ sin θ uρ −

sinϕ

ρ sin θ
uϕ +

cosϕ cos θ

ρ
uθ

)
=

= ρx cosϕ sin θ uρρ − ρx
sinϕ

ρ sin θ
uϕρ + ρx

sinϕ

ρ2 sin θ
uϕ − ρx

cosϕ cos θ

ρ2 uθ+

+ρx
cosϕ cos θ

ρ
uθρ − ϕx sinϕ sin θ uρ + ϕx cosϕ sin θ uρϕ − ϕx

cosϕ

ρ sin θ
uϕ−

−ϕx
sinϕ

ρ sin θ
uϕϕ + ϕx

cosϕ cos θ

ρ
uθϕ − ϕx

sinϕ cos θ

ρ
uθ + θx cosϕ cos θ uρ+

+θx cosϕ sin θ uρθ + θx
sinϕ cos θ

ρ sin2 θ
uϕ − θx

sinϕ

ρ sin θ
uϕθ−

−θx
cosϕ sin θ

ρ
uθ + θx

cosϕ cos θ

ρ
uθθ.

Подставляя выражения для ρx, ϕx, θx, получаем

uxx = cos2 ϕ sin2 θ uρρ−
cosϕ sinϕ

ρ
uϕρ+

sinϕ cosϕ

ρ2 uϕ−
cos2 ϕ cos θ sin θ

ρ2 uθ+

+
cos2 ϕ sin θ cos θ

ρ
uθρ +

sin2 ϕ

ρ
uρ −

sinϕ cosϕ

ρ
uρϕ +

sinϕ cosϕ

ρ2 sin2 θ
uϕ+

+
sin2 ϕ

ρ2 sin2 θ
uϕϕ −

sinϕ cosϕ cos θ

ρ2 sin θ
uθϕ +

sin2 ϕ cos θ

ρ2 sin θ
uθ+

+
cos2 ϕ cos2 θ

ρ
uρ +

cos2 ϕ cos θ sin θ

ρ
uρθ +

cosϕ cos2 θ sinϕ

ρ2 sin2 θ
uϕ−
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−cosϕ cos θ sinϕ

ρ2 sin θ
uϕθ −

cos2 ϕ cos θ sin θ

ρ2 uθ +
cos2 ϕ cos2 θ

ρ2 uθθ.

Аналогичным образом преобразуется uyy.

uyy =

(
ρy
∂

∂ρ
+ ϕy

∂

∂ϕ
+ θy

∂

∂θ

)
uy =

=

(
ρy
∂

∂ρ
+ ϕy

∂

∂ϕ
+ θy

∂

∂θ

)(
sinϕ sin θ uρ +

cosϕ

ρ sin θ
uϕ +

sinϕ cos θ

ρ
uθ

)
=

= ρy sinϕ sin θ uρρ + ρy
cosϕ

ρ sin θ
uϕρ − ρy

cosϕ

ρ2 sin θ
uϕ − ρy

sinϕ cos θ

ρ2 uθ+

+ρy
sinϕ cos θ

ρ
uθρ + ϕy cosϕ sin θ uρ + ϕy sinϕ sin θ uρϕ − ϕy

sinϕ

ρ sin θ
uϕ+

+ϕy
cosϕ

ρ sin θ
uϕϕ + ϕy

sinϕ cos θ

ρ
uθϕ + ϕy

cosϕ cos θ

ρ
uθ + θy sinϕ cos θ uρ+

+θy sinϕ sin θ uρθ − θy
cosϕ cos θ

ρ sin2 θ
uϕ + θy

cosϕ

ρ sin θ
uϕθ−

−θy
sinϕ sin θ

ρ
uθ + θy

sinϕ cos θ

ρ
uθθ.

Подставляя теперь ρy, ϕy, θy, получаем

uyy = sin2 ϕ sin2 θ uρρ+
sinϕ cosϕ

ρ
uϕρ−

sinϕ cosϕ

ρ2 uϕ−
sin2 ϕ cos θ sin θ

ρ2 uθ+

+
sin2 ϕ sin θ cos θ

ρ
uθρ +

cos2 ϕ

ρ
uρ +

sinϕ cosϕ

ρ
uρϕ −

sinϕ cosϕ

ρ2 sin2 θ
uϕ+

+
cos2 ϕ

ρ2 sin2 θ
uϕϕ +

sinϕ cosϕ cos θ

ρ2 sin θ
uθϕ +

cos2 ϕ cos θ

ρ2 sin θ
uθ +

sin2 ϕ cos2 θ

ρ
uρ+

+
sin2 ϕ cos θ sin θ

ρ
uρθ −

cosϕ cos2 θ sinϕ

ρ2 sin2 θ
uϕ +

cosϕ cos θ sinϕ

ρ2 sin θ
uϕθ−

−sin2 ϕ cos θ sin θ

ρ2 uθ +
sin2 ϕ cos2 θ

ρ2 uθθ.

Остается преобразовать производную uzz.

uzz =

(
ρz
∂

∂ρ
+ θz

∂

∂θ

)
uz =

(
ρz
∂

∂ρ
+ θz

∂

∂θ

)(
cos θ uρ −

sin θ

ρ
uθ

)
=

= ρz cos θ uρρ+ρz
sin θ

ρ2 uθ−ρz
sin θ

ρ
uθρ−θz sin θ uρ+θz cos θ uρθ−θz

cos θ

ρ
uθ−

−θz
sin θ

ρ
uθθ = cos2 θ uρρ +

cos θ sin θ

ρ2 uθ −
cos θ sin θ

ρ
uθρ +

sin2 θ

ρ
uρ−
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−sin θ cos θ

ρ
uρθ +

sin θ cos θ

ρ2 uθ +
sin2 θ

ρ2 uθθ.

Складывая все определенные выше производные второго порядка, по-

лучаем

uxx + uyy + uzz = uρρ +
1

ρ2 sin2 θ
uϕϕ +

1

ρ2uθθ +
2

ρ
uρ +

ctg θ

ρ2 uθ.

Таким образом, уравнение (4.2.1) после преобразования (4.2.2) приоб-

ретает вид

uτ = u

(
2

ρ
uρ +

ctg θ

ρ2 uθ + uρρ +
1

ρ2 sin2 θ
uϕϕ +

1

ρ2uθθ

)
+

+
1

σ

(
u2
ρ +

1

ρ2 sin2 θ
u2
ϕ +

1

ρ2u
2
θ

)
. (4.2.3)

Уравнение (1.1.1) при ν = 2 (случай сферической симметрии) пред-

ставляет собой частный случай уравнения (4.2.3), если положить в по-

следнем u = u(τ, ρ).

Приложение 3

В этом разделе проводится подробный вывод уравнения (16).

В случае, когда u = u(t, x, y), нелинейное уравнение теплопроводности

имеет вид

ut = u(uxx + uyy) +
1

σ
(u2

x + u2
y). (4.3.1)

Перейдем к полярной системе координат. Для этого сделаем замену
t = τ ;

x = ρ cosϕ;

y = ρ sinϕ.

(4.3.2)

при известных ограничениях на новые переменные.

Выразим новые переменные через старые, используя рассуждения,

аналогичные рассуждениям из раздела 3.3. Так как x2 + y2 = ρ2, то

ρ =
√
x2 + y2.
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Поделив третье соотношение из (4.3.2) на второе, получим
y

x
=

sinϕ

cosϕ
.

Выражая переменную ϕ, получаем

ϕ = arctg
y

x
.

Таким образом, мы получили систему
τ = t;

ρ =
√
x2 + y2;

ϕ = arctg y
x .

Так как теперь u = u(τ, ϕ, θ), то производные первого порядка преоб-

разуются в соответствии с соотношениями
∂

∂t
= τt

∂

∂τ
+ ρt

∂

∂ρ
+ ϕt

∂

∂ϕ
=

∂

∂τ
;

∂

∂x
= τx

∂

∂τ
+ ρx

∂

∂ρ
+ ϕx

∂

∂ϕ
= ρx

∂

∂ρ
+ ϕx

∂

∂ϕ
;

∂

∂y
= τy

∂

∂τ
+ ρy

∂

∂ρ
+ ϕy

∂

∂ϕ
= ρy

∂

∂ρ
+ ϕy

∂

∂ϕ
.

Определяя производные от ρ по x, y, получаем

ρx =
x√

x2 + y2
= cosϕ; ρy =

y√
x2 + y2

= sinϕ.

Производные от ϕ принимают вид

ϕx = − y

x2 + y2 = −sinϕ

ρ
; ϕy =

x

x2 + y2 =
cosϕ

ρ
.

Таким образом, в уравнении (4.3.1) производные первого порядка пре-

образуются в виде

ut = uτ ;

ux = cosϕ uρ −
sinϕ

ρ
uϕ;

uy = sinϕ uρ +
cosϕ

ρ
uϕ.

Получаем, что сумма u2
x + u2

y запишется в виде

u2
x + u2

y = u2
ρ +

1

ρ2u
2
ϕ.
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Вычислим теперь производные второго порядка, входящие в уравне-

ние (4.3.1). Для uxx получаем

uxx =

(
ρx
∂

∂ρ
+ ϕx

∂

∂ϕ

)
ux =

(
ρx
∂

∂ρ
+ ϕx

∂

∂ϕ

)(
cosϕ uρ −

sinϕ

ρ
uϕ

)
=

= ρx cosϕ uρρ + ρx
sinϕ

ρ2 uϕ − ρx
sinϕ

ρ
uϕρ−

−ϕx sinϕ uρ + ϕx cosϕ uρϕ − ϕx
cosϕ

ρ
uϕ − ϕx

sinϕ

ρ
uϕϕ.

Подставляя выражения для ρx, ϕx, получаем

uxx = cos2 ϕ uρρ +

(
sinϕ cosϕ

ρ2 +
sinϕ cosϕ

ρ2

)
uϕ+

+

(
−cosϕ sinϕ

ρ
− cosϕ sinϕ

ρ

)
uρϕ +

sin2 ϕ

ρ
uρ +

sin2 ϕ

ρ2 uϕϕ =

= cos2 ϕ uρρ + 2
sinϕ cosϕ

ρ2 uϕ − 2
cosϕ sinϕ

ρ
uρϕ +

sin2 ϕ

ρ
uρ +

sin2 ϕ

ρ2 uϕϕ.

Аналогичным образом преобразуется uyy.

uyy =

(
ρy
∂

∂ρ
+ ϕy

∂

∂ϕ

)
uy =

(
ρy
∂

∂ρ
+ ϕy

∂

∂ϕ

)(
sinϕ uρ +

cosϕ

ρ
uϕ

)
=

= ρy sinϕ uρρ − ρy
cosϕ

ρ2 uϕ + ρy
cosϕ

ρ
uρϕ+

+ϕy cosϕ uρ + ϕy sinϕ uρϕ − ϕy
sinϕ

ρ
uϕ + ϕy

cosϕ

ρ
uϕϕ.

Подставляя ρy, ϕy, получим

uyy = sin2 ϕ uρρ +

(
−sinϕ cosϕ

ρ2 − sinϕ cosϕ

ρ2

)
uϕ+

+

(
cosϕ sinϕ

ρ
+

cosϕ sinϕ

ρ

)
uρϕ +

cos2 ϕ

ρ
uρ +

cos2 ϕ

ρ2 uϕϕ =

= sin2 ϕ uρρ − 2
sinϕ cosϕ

ρ2 uϕ + 2
cosϕ sinϕ

ρ
uρϕ +

cos2 ϕ

ρ
uρ +

cos2 ϕ

ρ2 uϕϕ.

Складывая uxx и uyy, получаем

uxx + uyy = uρρ +
1

ρ
uρ +

1

ρ2uϕϕ.
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Таким образом, после преобразования (4.3.2) уравнение (4.3.1) приоб-

ретает вид

uτ = u

(
1

ρ
uρ + uρρ +

1

ρ2uϕϕ

)
+

1

σ

(
u2
ρ +

1

ρ2u
2
ϕ

)
. (4.3.3)

Если положить в уравнении (4.3.3) u = u(τ, ρ), то мы получим урав-

нение (1.1.1) в цилиндрически симметричном случае (ν = 1).

Приложение 4

Представленная ниже лемма представляет собой необходимое при до-

казательстве свойство трехдиагональных матриц [32] и устанавливает

обратимость матрицы (1.3.11).

Лемма. Пусть An — квадратная трехдиагональная матрица вида

An =



a1 b1 0 . . . 0 0 0

c1 a2 b2 . . . 0 0 0

0 c2 a3 . . . 0 0 0

. . . . . . .

0 0 0 . . . an−2 bn−2 0

0 0 0 . . . cn−2 an−1 bn−1

0 0 0 . . . 0 cn−1 an


,

элементы которой удовлетворяют неравенствам ai > 0, i = 1, ..., n;

cj > 0, bj < 0, j = 1, ..., n− 1. Тогда |An| > 0.

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по порядку

матрицы.

При k = 1, 2 неравенство |Ak| > 0 выполняется:

|A1| = a1 > 0;

|A2| =

∣∣∣∣∣∣ a1 b1

c1 a2

∣∣∣∣∣∣ = a1a2 − b1c1 > 0.
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Предположим теперь, что |Ak| > 0 при k = 1, ..., n. Вычислим опреде-

литель

|An+1| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 0 . . . 0 0 0

c1 a2 b2 . . . 0 0 0

0 c2 a3 . . . 0 0 0

. . . . . . .

0 0 0 . . . an−1 bn−1 0

0 0 0 . . . cn−1 an bn

0 0 0 . . . 0 cn an+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Разлагая |An+1| по последней строке, получаем

|An+1| = (−1)n+1+n+1an+1|An|+ (−1)n+1+ncn|A1
n| =

= an+1|An| − cn|A1
n|, (4.4.1)

где матрица A1
n получена вычеркиванием из An+1 (n + 1)-ой строки и

n-го столбца, т. е.

A1
n =



a1 b1 0 . . . 0 0 0

c1 a2 b2 . . . 0 0 0

0 c2 a3 . . . 0 0 0

. . . . . . .

0 0 0 . . . an−2 bn−2 0

0 0 0 . . . cn−2 an−1 0

0 0 0 . . . 0 cn−1 bn


.

Разлагая определитель |A1
n| по последнему столбцу, получаем, что

|A1
n| = (−1)2nbn|An−1| = bn|An−1|.

Подставляя полученное в (4.4.1), получаем

|An+1| = an+1|An| − cn|A1
n| = an+1|An| − cnbn|An−1| > 0.

На основании принципа математической индукции заключаем, что

|An| > 0 для всех n. Лемма доказана.
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Приложение 5

В разделе 1.2 было доказано, что уравнение

2
(

1 +
1

σ

)
Z +

(
4 +

1

σ

)
vZv + v2Zvv = [1 +B(w)]H, (4.5.1)

в котором

H0 = H0(v, w);

H1 = H1(v, w, Z, Zw);

H2 = H2(v, w, Z, Zw, Zww, Zv, Zvw),

является мажорантным для уравнения (1.2.24).

При этом было построено решение уравнения (4.5.1) в виде ряда

Z(v, w) =
∞∑
k=0

Zk(w)
vk

k!
, (4.5.2)

в котором

Z0 =
(

2 +
2

σ

)
(1 +B)H0|v=0;

Z1 =
(

6 +
3

σ

)
(1 +B)(H0v +H1)|v=0;

Zk =
1

ξk
(1 +B)

2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−iHi

∂vk−i

∣∣∣
v=0

k ≥ 2. (4.5.3)

Константа ξk определяется по формуле

ξk = 2
(

1 +
1

σ

)
+
(

4 +
1

σ

)
k + (k − 1)k.

Требуется доказать, что решение задачи Коши

Zvv = [1 +B(w)](H0vv +H1v +H2); (4.5.4)

Zv|v=0 = Z1; (4.5.5)

Z|v=0 = Z0 (4.5.6)

мажорирует решение уравнения (4.5.1).

Построим решение задачи (4.5.4)–(4.5.6) в виде ряда (4.5.2). Коэффи-

циенты Z0 и Z1 известны. По определению любая мажоранта является
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функцией, мажорирующей нуль. Отсюда следует, что любая мажоран-

та мажорирует саму себя. Таким образом, мы получаем справедливость

оценок Z0 � Z0 и Z1 � Z1.

Теперь, предполагая, что k ≥ 2, продифференцируем уравнение (4.5.4)

k − 2 раза по v и положим v = 0. Получаем формулу

Zk = (1 +B)
2∑
i=0

∂k−iHi

∂vk−i

∣∣∣
v=0

. (4.5.7)

Докажем, что для k ≥ 2 выполняется мажорантная оценка

1

ξk
(1 +B)

2∑
i=0

k!

(k − i)!
∂k−iHi

∂vk−i

∣∣∣
v=0
� (1 +B)

2∑
i=0

∂k−iHi

∂vk−i

∣∣∣
v=0

, (4.5.8)

т. е. правая часть (4.5.3) мажорируется правой частью (4.5.7). При дока-

зательстве будем пользоваться свойствами мажорант, перечисленными в

замечании 2.

Перепишем (4.5.8) в более наглядном виде

(1 +B)
[ 1

ξk

∂kH0

∂vk
+
k

ξk

∂k−1H1

∂vk−1 +
k(k − 1)

ξk

∂k−2H2

∂vk−2

]∣∣∣
v=0
�

� (1 +B)
[∂kH0

∂vk
+
∂k−1H1

∂vk−1 +
∂k−2H2

∂vk−2

]∣∣∣
v=0

.

Очевидно, что числа 1
ξk
, k
ξk
, k(k−1)

ξk
принадлежат интервалу (0, 1), что

дает нам право воспользоваться пунктом 3 замечания 2. Из этого и дру-

гих пунктов замечания 2 следует, что мажорантная оценка (4.5.8) спра-

ведлива при k ≥ 2.

Получаем, что решение уравнения (4.5.1) мажорируется решением за-

дачи (4.5.4)–(4.5.6).
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