




РЕФЕРАТ 
Отчет 35 с., 2 рис., 82 источн., 2 прил. 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЙ ФОРМ-ФАКТОР, ПРОЦЕСС ДРЕЛЛА-ЯНА, 

ПАРАФЕРМИ-СТАТИСТИКА, НЕКОММУТАТИВНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ МОЙЛА, 

СООТНОШЕНИЯ ТИПА ФУНКА-ХЕККЕ, ВЕКТОРНЫЕ СФЕРИЧЕСКИЕ ВОЛНОВЫЕ 

ФУНКЦИИ, РАЗЛОЖЕНИЕ МАГНУСА, ОСЦИЛЛЯЦИИ НЕЙТРИНО, НЕЛИНЕЙНАЯ 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКАЯ СИСТЕМА, НЕЛИНЕЙНАЯ ПАРАБОЛИЧЕСКАЯ СИСТЕМА 

ТИПА «РЕАКЦИЯ-ДИФФУЗИЯ», ДИФФУЗНАЯ ВОЛНА, ДИСКРЕТНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ, ЧИСЛА ФИБОНАЧЧИ. 

Объектом НИР являются: оценка влияния обмена аксиально-векторным мезоном на 

извлечение протонных электромагнитных форм-факторов; тензорные петлевые интегралы 

для процесса рассеяния два в два; метод редукции произведения двух и более массивных 

пропагаторов; анализа процесса Drell-Yan в порядке α_s^2 константы сильного 

взаимодействия; некоммутативное ассоциативное произведение звездочка в алгебре 

параграссмановых чисел; доказательство изоморфности алгебры операторов рождения и 

уничтожения, подчиняющихся параферми-статистике и алгебры параграссмановых чисел; 

кинетическое уравнение больцмановского типа для абнормальной моды фермионных 

бесцветных возбуждений в кварк-глюонной плазме; системы уравнений "реакция-

диффузия";  диффузионные волны; нелинейные параболические системы с вырождением; 

система двух нелинейных гиперболических уравнений в частных производных четвёртого 

порядка; эволюционное дифференциально-разностное уравнение; числа Фибоначчи; 

интегральные соотношения типа Функа-Хекке для векторных сферических волновых 

функций; численные методы решения уравнения осцилляции нейтрино в среде. 

Целью НИР является доказательство утверждения о том, что алгебра операторов 

рождения и уничтожения, подчиняющихся параферми-статистике порядка p = 2 и алгебра 

параграссмановых чисел того же порядка, снабжённая произведением Мойла, являются 

изоморфными; получение интегральных соотношений типа Функа-Хекке для векторных 

сферических волновых функций и использование их для вывода лучевых преобразований 

векторных функций Хансена, а также для разработки численных алгоритмов для 

исследования линейных полей Бельтрами;  построение диффузионной волны для 

нелинейной параболической системы типа «реакция-диффузия» при наличии 

цилиндрической или сферической симметрии и доказательство теоремы существования и 

единственности кусочно-аналитического решения; доказательство существования и 

единственности решений, имеющих вид диффузионной волны, распространяющейся по 

абсолютно холодному (покоящемуся) фону с конечной скоростью для нелинейного 
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эволюционного параболического уравнения второго порядка достаточно общего вида; 

оценка влияния обмена аксиально-векторным мезоном на извлечение протонных 

электромагнитных форм-факторов; доказательство теоремы о совместности уравнений, 

входящих в счетный класс обыкновенных дискретных уравнений, возникающих как 

ограничения, совместные с цепочкой Вольтерра; анализ системы двух нелинейных 

гиперболических уравнений в частных производных четвёртого порядка, правые части 

которой содержат двукратные операторы Лапласа и квадраты градиентов искомых 

функций; построения точных решений указанной системы уравнений; вывод 

аналитических формул для тензорных петлевых интегралов для процесса рассеяния 2 в 2 

через функции Пасарино-Вельтмана; вывод аналитических выражений для угловых 

интегралов процесса рассеяния 2 в 3 вплоть до случая наличия 2-х массивных 

пропагаторов; исследование качественных и количественных свойств численных методов 

решения уравнения осцилляции нейтрино в среде; анализ возможности расширения 

области сходимости разложения Магнуса для уравнения осцилляций в связи с 

использованием численного интегрирования и вариации шагов в промежуточных 

вычислениях. 

В процессе работы проводились аналитические и численные исследования 

изучаемых задач математической физики, физики сплошных сред и квантовой теории 

поля. 

В результате выполнения НИР в 2020 г. были доказаны теоремы существования и 

единственности кусочно-аналитических решений типа диффузионных (тепловых) волн; 

построены точные решения типа диффузионных волн с различными фронтами в случаях 

плоской, цилиндрической и сферической симметрии; разработана и реализована методика 

верификации численных расчетов, выполненных на основе метода граничных элементов, 

с помощью отрезков рядов и точных решений; получены интегральные соотношения типа 

Функа-Хекке для векторных сферических волновых функций и выведены лучевые 

преобразования для векторных функций Хансена; разработаны численные алгоритмы для 

исследования линейных полей Бельтрами; доказана теорема о совместности уравнений в 

счетном классе обыкновенных дискретных уравнений, возникающих как ограничения, 

совместные с цепочкой Вольтерра; также доказана аналогичная теорема о совместности 

счетного класса билинейных уравнений, тесно связанного с исходными уравнениями 

подстановкой и имеющего приложения в теории кластерных алгебр; построены точные 

решения системы двух нелинейных гиперболических уравнений в частных производных 

четвёртого порядка, правые части которой содержат двукратные операторы Лапласа и 

квадраты градиентов искомых функций; для частного случая, когда квадраты градиентов 
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не входят в систему, установлено существование точных решений определённого вида у 

исходной системы, выражаемых через произвольные гармонические функции от 

пространственных переменных и экспоненциальные функции времени; доказано 

утверждение, что алгебра операторов рождения и уничтожения, подчиняющихся 

параферми-статистике порядка p = 2 и алгебра параграссмановых чисел того же порядка, 

снабжённая произведением Мойла, являются изоморфными; построено кинетическое 

уравнение больцмановского типа, описывающее процесс упругого рассеяния плазминов 

на плазминах в кварк-глюонной плазме и эффект так называемого нелинейного затухания 

Ландау для мягких ферми-возбуждений; проведена оценка влияния обмена аксиально-

векторным мезоном на извлечение протонных электромагнитных форм-факторов; в 

качестве примера проведены оценки с обменом f1(1285) мезоном и показано, как он 

влияет на методы Розенблута и передачи поляризации; получены аналитические формулы 

для записи тензорных петлевых интегралов для процесса рассеяния два в два через 

функции Пасарино-Вельтмана; выведены аналитические выражения для угловых 

интегралов процесса рассеяния два в три вплоть до случая наличия 2-х массивных 

пропагаторов; проанализирована возможность расширения области сходимости 

разложения Магнуса для уравнения осцилляций в связи с использованием численного 

интегрирования и вариации шагов в промежуточных вычислениях; исследована 

алгебраическая структура задачи смешивания фермионов с разными физическими 

характеристиками (разной чётности). 
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ВВЕДЕНИЕ 
Оценка современного состояния решаемой научно-технической проблемы и 

обоснование необходимости проведения НИР. Имеется небольшое количество работ, в 

которых рассматривался вопрос о построении интеграла по путям для системы 

одинаковых частиц, подчиняющихся парастатистике (см., например, Polychronakos [1], 

Greenberg и Mishra [2]). В этом направлении исследований особый интерес представляют 

работы Omote и Kamefuchi [3] и Ohnuki и Kamefuchi [4]. Для обобщения понятия 

интеграла по путям на случай парафермионных переменных в этих работах первым шагом 

было проведено обобщение известной алгебры Грассмана на так называемую 

параграссманову алгебру (термин "параграссмановость" был впервые введен K´alnay [5]). 

Это обобщение является прямым аналогом обобщения фермионных операторов на случай 

парафермионных операторов в парастатистике. Авторы ввели определение пара-

грассмановской алгебры произвольного порядка p, понятия интегрирования и 

дифференцирования в этой алгебре, замены переменных в интегралах, преобразования 

Фурье и т.д. Они также определили понятие когерентных состояний для операторов пара-

Ферми и выписали формулу разложения единицы (соотношение полноты). Эти 

парафермионные когерентные состояния и соотношение полноты имеют 

фундаментальное значение в процедуре построения квантово-механических интегралов по 

траекториям. Авторы построили интеграл по путям для пара-ферми полей с 

использованием параграссмановых переменных, следуя определению интеграла по путям 

как предела произведения временных операторов эволюции для малых временных 

интервалов. Отметим, что работы [3,4] являются прямым обобщением работы Ohnuku и 

Kashiwa [6], в которой было представлено построение интегралов по путям по 

грассмановым переменным. 

Однако имеется еще один аспект алгебры параграссмановых чисел, который ранее 

не обсуждался в литературе и который также может быть использован в задаче 

построения интеграла по путям для системы тождественных частиц, подчиняющихся 

парастатистике [7]. В параграссмановской алгебре мы вводим некоммутативное и 

ассоциативное произведение звёздочка ∗ (произведение Мойяла) в рамках 

парафермионного когерентного состояния, которое на самом деле представляет собой 

интегральную свертку определенного типа двух параграссманово-значных функций. Это 

является прямым обобщением аналогичного произведения в алгебре Грассмана (см., 

например, Bayen и др. [8], Тютин [9], Смилга [10], Hirshfeld и Henselder [11], Daoud [12]). 

Такое произведение возникает естественным образом при вычислении матричных 

элементов сложных операторных выражений в базисе парафермионных когерентных 
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состояний. Произведение звёздочка позволяет лучше понять связь между алгеброй 

операторов рождения и уничтожения парафермионовских частиц и параграссмановой 

алгеброй, снабжённой произведением ∗, делая их фактически изоморфными, как это имеет 

место для обычных фермионных операторов и грассмановых переменных [12]. 

Для практического выполнения операции ∗ мы можем использовать два различных 

подхода. Первый из них был предложен в работе Омоте и Kamefuchi [3]. Идея этого 

подхода состоит в том, чтобы свести интегрирование по параграссмановым переменным к 

вычислению определенных операторных выражений, усредненных по состоянию вакуума. 

Здесь, в конечном счете, вычисления сводятся к сдвигу операторов уничтожения вправо 

до тех пор, пока вакуумные условия могут быть использованы. Правила перестановки 

определяются алгеброй операторов, подчиняющихся параферми-статистике конкретного 

порядка p. Другой способ эвристического характера, который был использован в рамках 

данного проекта, состоит в том, чтобы руками выделить из различных вкладов в интеграл 

только те, которые дают нетривиальный результат при интегрировании. Для этого мы 

воспользовались простым фактом, что интеграл по параграссмановой переменной μ 

порядка p не равен нулю тогда и только тогда, когда подынтегральное выражение 

содержит эту параграссманову переменную точно в степени p [4]. Два различных подхода 

к вычислению произведения ∗ позволяют независимо проверить результаты вычислений, 

которые усложняются при увеличении порядка p. 

Параболические дифференциальные уравнения (PDE) являются содержательными 

математическими объектами с нетривиальными свойствами; они интенсивно изучаются в 

научной литературе. Существует большое колличество статей и монографий, 

затрагивающих различные аспекты PDE. Мы отметим лишь три классические 

монографии, оказавшие значительное влияние на развитие теории нелинейных 

параболических уравнений [13,14,15]. 

Новый этап в изучении решений нелинейных параболических уравнений с 

диффузионным типом волны начался в 1980-х и 1990-х годах, когда были опубликованы 

монографии А. Фридмана [16] и А. А. Самарского (с соавторами) [17]. Монографии не 

были полностью посвящены построению и исследованию таких решений, но 

соответствующие результаты были получены как вспомогательные. Мы выделяем 

результаты А. Ф. Сидорова 80-х годов, который построил решения некоторых начальных 

краевых задач, порождающих диффузионные волны в классе аналитических функций [18]. 

В российской математической литературе в настоящее время эта проблема иногда 

называется проблемой Андрея Сахарова. Несколько позже, но независимо, аналогичные 

результаты были получены С. Ангенентом [19]. Затем исследования А.Ф. Сидорова были 
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продолжены его учениками [20], в том числе и одним из участников данного проекта. В 

2013 году участники данного базового проекта опубликовали статью, в которой вопросы, 

ранее остававшиеся открытыми, были решены; основной вопрос заключался в том, 

сходятся ли построенные ряды [21]. Была доказана теорема существования и 

единственности решения задачи возникновения диффузионной волны для уравнения 

пористой среды в случае плоской симметрии. Она является аналогом классической 

теоремы Коши-Ковалевской теоремы [20] для рассматриваемого случая. 

Далее эти результаты были распространены на случай круговой и сферической 

симметрии [23], двумерный случай [24,25], а также на случай простейших нелинейных 

систем [26]. Поскольку доказанные теоремы являются локальными, как и все подобные 

утверждения, начиная с теоремы Коши-Ковалевской, актуален вопрос об области 

существования решения. В общем случае ответ на него, по-видимому, можно найти 

только численно. Поэтому мы разработали численно-аналитический метод на основе 

известного метода граничных элементов (МГЭ) [27,28] с использованием метода двойной 

взаимности [29]. Были разработаны и реализованы алгоритмы БЭМ для решения 

различных начально-граничных задач, решения которых имеют вид диффузионной 

(тепловой) волны. Рассмотрены случаи одной [23,30] и двух пространственных 

переменных [31], при этом для устранения сингулярности используются отрезки 

специальных рядов [32], а для вычисления интегралов применяются полученные ранее 

явные аналитические формулы [33]. 

Все предложенные вычислительные алгоритмы являются эвристическими, и их 

сходимость не доказана; однако это типично для нелинейных сингулярных PDE. В такой 

ситуации вопрос о проверке результатов вычислений становится особенно актуальным. 

Один из эффективных методов - сравнение численных результатов с точными решениями. 

В литературе нам удалось найти относительно небольшое число решений нужного типа, 

хотя в целом, известно достаточно большое число точных решений уравнения пористой 

среды и обобщенного уравнения пористой среды [34]. В такой ситуации мы предприняли 

попытку найти точные решения этих уравнений с помощью методов группового анализа 

[35], а также различных типов анзацев [34]. В некоторых случаях конструкция была 

доведена до явной формулы, но обычно мы сводим ее к задаче Коши. 

C. Foias и соавторы ввели понятие инерционного многообразия для нелинейных 

эволюционных уравнений; в частности, для параболических уравнений. Эти многообразия 

содержат глобальный аттрактор, они притягивают все решения экспоненциально и  

устойчивы к возмущениям. В бесконечномерном случае они сводят динамику к 
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конечномерному ОДУ [36]. (см. также [37]). Эти результаты были распространены на 

параболические уравнения и системы в [38]. 

В 21 веке появилось большое количество публикаций, посвященных вопросам 

асимптотических свойств решений уравнений и систем параболического типа. Упомянем, 

например, работу [39], где рассматриваются, в частности, уравнения вида, близкого к (1), 

и приводится обширная библиография. Из недавних публикаций можно упомянуть работу  

[40], которая посвящена изучению асимптотического поведения решений для 

неклассических уравнений диффузии в гладкой ограниченной области с динамическим 

граничное условие. 

Особого упоминания в контексте данной работы заслуживают исследования С.Н. 

Антонцева и С.И. Шмарева, которые рассматривают задачи со свободной границей для 

нелинейных параболических уравнений в общих формулировках в абстрактных 

функциональных пространствах [41,42]. Следует упомянуть также работу А.А. Косова и 

Е.И. Семенова, которые строят точные решения для уравнений рассматриваемого типа, не 

являющихся диффузионными волнами [43], и И.В. Степанову, занимающуюся вопросами 

моделирования тепломассопереноса с помощью нелинейных параболических систем 

[44,45]. 

Актуальность и новизна. В ходе выполнения проекта исследовалась актуальная 

проблема квантовой теории поля: оценка петлевых и угловых интегралов. За последние 

пять десятилетий был достигнут огромный прогресс в аналитической обработке петлевых 

интегралов в КХД. Несмотря на то, что разработано много различных методов для оценки 

петлевых диаграмм, они в основном используют следующие методы: 

- редуцирование тензорной структуры петлевых диаграмм с помощью метода Пассарино-

Вельтмана (PV) [46], основанного на лоренцевой ковариантности матричных элементов и 

дроблении знаменателей в петлевых интегралах; 

- сокращение числителей, содержащих виртуальные моменты, с помощью производных, 

действующих на линейные комбинации внешних моментов [47]; 

- сведение тензорных интегралов к скалярным со смещенной размерностью, которые 

далее сводятся к петлевым интегралам произвольной размерности [48]; 

- использование методов спиральности при оценке петлевых интегралов [49] и т.п.. 

Успех метода Пассарино-Вельтмана стимулировал дальнейшее развитие идеи 

использования комбинаций внешних импульсов для построения базиса при разложении 

тензорных петлевых интегралов. В частности, разложение векторов Лоренца в 

параллельном и ортогональном пространстве уже широко использовалось в контексте 
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одноконтурной и многоконтурной редукции интегралов, обобщенной унитарности и 

недавних разработок в декомпозиции амплитуд на тензоры и форм-факторы.  

В рамках данного проекта нами было впервые предложено обобщение метода 

Пассарино-Вельтмана. Вместо разложения петлевых интегралов в тривиальном базисе 

возникающих внешних моментов мы выполнили разложение в базисе ортогональных 

линейных комбинаций внешних моментов. Это позволяет нам исключить этап 

алгебраического решения системы уравнений для того, чтобы определить скалярные 

функции, по которым мы расширяем тензорные петлевые диаграммы. Вместо этого мы 

получили эти скалярные функции непосредственно с помощью дробных соотношений, 

включающих обратные знаменатели в петлевых интегралах. Мы рассмотрели только 

петлевые интегралы, не обращаясь к конкретному типу частиц, распространяющихся в 

петле. Предложенный формализм может быть адаптирован к полным амплитудам. Наш 

метод очень полезен для аналитического рассмотрения процессов с безмассовыми 

частицами, например, процессов Дрелла-Яна (DY) и SIDIS, рождения быстрых фотонов и 

тяжелых флейворов и т.д. Кроме того, важно отметить, что предложенный метод может 

быть обобщен на произвольное число внешних линий в однопетлевых диаграммах и на 

массивные частицы. 

Теорема Функа-Хекке нашла ряд применений в выпуклой геометрии для 

определения выпуклых или звездчатых тел по информации об их проекциях или сечениях 

[50], дифференциальных уравнениях [51], геометрической томографии [52], и 

математической томографии [53] и в некоторых случаях способствовала поразительно 

коротким доказательствам важных результатов, поэтому актуальность данного 

направления исследования не вызывает сомнения. В рамках данного проекта формулы 

типа Функа-Хекке выведены для векторных сферических волновых функций и 

используются для оценки лучевого преобразования (также называемого рентгеновским 

преобразованием) этих векторных функций.  

Преобразование лучей, аналогичное преобразованию Радона, представляет важный 

интерес для всех задач томографии и интегральной геометрии. Методы томографии могут 

быть применены к любым объектам, для которых мы можем определить (измерить) 

лучевое или радоновское преобразования любыми методами. Такие интегральные методы 

используются для исследования внутренней структуры, параметров анизотропных сред 

методами тензорной томографии [54], для определения параметров плазмы по 

эмиссионному излучению [55,56], для реконструкции векторных полей [57]. Томография 

ближнего поля для некоторых нанотехнологий рассмотрена в большой работе [58]; многие 

приложения теории обратного рассеяния обсуждаются в обзорной статье [59]. 
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Многомерное обратное рассеяние имеет очень важные применения в радиолокации, 

медицинской диагностике, геофизической разведке и неразрушающем контроле. Для 

такой диагностики используются акустические, электромагнитные и упругие волны [60]. 

Актуальность построения точных многомерных решений нелинейных 

эллиптических, параболических, гиперболических систем и отдельных уравнений помимо 

ценности и значимости самих точных решений, обусловлена как широким спектром 

применения указанных уравнений в различных областях: физике плазмы, механике 

жидкости и газа, гидрологии, биологии и определяется внутренней логикой развития 

теории дифференциальных уравнений с частными производными и уравнений 

математической физики, где одним из ключевых направлений является изучение 

вырожденных случаев, так и приложениями рассматриваемых решений в физике плазмы, 

механике жидкости и газа, гидрологии и биологии. 

Исследования в рамках НИР организованы в виде двух блоков: Блок 1 – «Развитие 

методов математической физики в теории солитонов, механике сплошных сред и 

плазмы»; Блок 2 – «Развитие методов математической физики в квантовой теории поля, 

ядерной физики и кварк-глюонной плазме».  

Цели и задачи этапа НИР в 2021 г.: 

-       построить новые точные решения нелинейного уравнения диффузии, 

имеющие вид диффузионных волн, распространяющихся по невозмущенному фону с 

конечной скоростью, доказать теоремы существования и единственности решений типа 

тепловой волны в классе аналитических функций и получить аналогичные результаты для 

системы уравнений "реакция-диффузия";  

- разработать подход к построению представления функции Грина для 

массивной векторной частицы во внешнем калибровочном поле в виде континуального 

интеграла по траекториям в суперпространстве на основе деформированной алгебры 

Дэффина-Кеммера-Петье и расширенной системы парафермионных трилинейных 

коммутационных соотношений; 

- построить эффективный гамильтониан четвертого порядка по операторам 

рождения и уничтожения квазичастиц в кварк-глюонной плазме, описывающий процесс 

упругого рассеяния двух бесцветных плазмонов друг на друге и дать диаграммную 

интерпретацию эффективной амплитуды плазмон-плазмонного взаимодействия; 

- доказать ряд теорем о тождествах для чисел Дженокки первого и второго 

рода, участвующих в представлении некоторого класса сумм, возникающих в 
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непрерывном пределе некоторых интегрируемых дифференциально-разностных 

эволюционных уравнений; 

- исследовать обобщенное уравнение Ричардсона со степенными 

нелинейностями и найти семейства явных точных решений, выражаемых через 

элементарные функции или W-функцию Ламберта;  

- изучить нелинейное уравнение в частных производных четвертого порядка, 

правая часть которого содержит многомерные аналоги уравнения Буссинеска, 

выражаемые через двукратные операторы Лапласа и квадраты градиентов искомых 

функций; 

- вычислить адронные поправки в аномальный магнитный момент мюона и 

сверхтонкое расщепление уровней мюонного водорода, предложить возможные 

динамические механизмы, способные объяснить эффект появления пика в отношении 

выходов положительно заряженных каонов и пионов в экспериментах по столкновению 

тяжелых ионов; 

- получить ограничения на константы связи возможных гипотетических 

частиц темной материи: скалярных, псевдоскалярных, векторных и аксиально-векторных, 

с учетом того, что эти частицы имеют P-четные и Р-нечетные вершины взаимодействия с 

обычной материей Стандартной модели; 

- вычислить электрический дипольный момент протона и нейтрона; 

- решить трехмерную обратную задачу рассеяния применительно к 

комптоновскому рассеянию с использованием принципа максимума энтропии и 

разработать итерационную процедуру для реконструкции рассеивающего объекта по 

результатам комптоновского рассеяния, т.е. восстановить объект по лучевому 

преобразованию в конической системе координат. 

Результаты выполнения этапов НИР в 2021 г. создают теоретическую и 

практическую базу для успешного выполнения заключительного этапа НИР и достижения 

поставленных целей. 
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1 Развитие методов математической физики в теории солитонов, 

механике сплошных сред и плазме 
Исследована система двух нелинейных гиперболических уравнений в частных 

производных четвёртого порядка, правые части которой содержат двукратные операторы 

Лапласа и квадраты градиентов искомых функций. Такого рода уравнения, близкие к 

уравнению Буссинеска и уравнениям Навье-Стокса, встречаются в задачах 

гидродинамики. Для построения точных решений указанной системы уравнений был 

предложен анзац специального вида, содержащий квадратичную зависимость от 

пространственных переменных и произвольные функции от времени. Использование 

предложенного анзаца позволило разбить на несколько этапов процесс отыскания 

компонент решения, зависящих от пространственных переменных и времени [61,62].  

Отыскание зависимости от пространственных переменных свелось к 

алгебраической системе матричных, векторных и скалярного уравнений. Найдено общее 

решение этой системы уравнений в параметрическом виде. При отыскании компонент 

решения исходной системы, зависящих от времени, возникает система нелинейных 

обыкновенных дифференциальных уравнений. В частном случае, когда квадраты 

градиентов не входят в систему, установлено существование точных решений 

определённого вида у исходной системы, выражаемых через произвольные гармонические 

функции от пространственных переменных и экспоненциальные функции времени. 

Приводится ряд примеров построенных точных решений, в том числе периодических по 

времени и анизотропных по пространственным переменным. Найденные точные решения 

можно использовать для верификации численных методов приближённого построения 

решений прикладных краевых задач [63,64].  

Получены интегральные соотношения типа Функа-Хекке для векторных 

сферических волновых функций, которые использованы для вывода лучевых 

преобразований для векторных функций Хансена  (Hansen W.W.) а также для разработки 

численных алгоритмов для исследования линейных полей Бельтрами.  Метод основан на 

разложении векторного поля и его лучевого преобразования по базисным сферическим 

векторным волновым функциям. На рисунке 1 представлены два частных случая базисных 

векторных сферических  волновых функций  M_5^3(r)  и  N_5^3(r) [65-67]. 
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Рисунок 1 – Направление векторного поля для двух частных случаев базисных векторных 

сферических  волновых функций  M_5^3(r)  и  N_5^3(r) 

Исследована задача о построении диффузионной волны для нелинейной 

параболической системы типа «реакция-диффузия» при наличии цилиндрической или 

сферической симметрии (случай плоской симметрии рассматривался авторами ранее). 

Доказана теорема существования и единственности кусочно-аналитического решения 

(диффузионная волна). Решение построено в виде сходящихся рядов Тейлора, получены 

рекуррентные формулы для вычисления коэффициентов. Приведен и подробно разобран 

контрпример, иллюстрирующий поведение решения при нарушении некоторых условий 

теоремы (аналог контрпримера Ковалевской). Приведены точные решения типа 

диффузионных волн с экспоненциальным и степенным фронтами при степенном задании 

функций источника. При этом выполнена редукция к задаче Коши для системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений, наследующей особенности исходной [68-

71]. 

Для нелинейного эволюционного параболического уравнения второго порядка 

достаточно общего вида был исследован вопрос о существовании, единственности и 

свойствах решений, имеющих вид диффузионной волны, распространяющейся по 

абсолютно холодному (покоящемуся) фону с конечной скоростью. Подобные решения 

совершенно не типичны для параболических уравнений и появляются вследствие 

вырождения задачи. Доказаны утверждения о существовании и единственности решений 

рассматриваемого типа в классе аналитических функций с построением примера, 

являющегося аналогом классического промера С.В. Ковалевской в рассмотренном случае. 

Поскольку теоремы не позволяют исследовать свойства решений, были рассмотрены 

анзацы, которые сводят построение решений к задачам Коши для обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Их удалось проинтегрировать и получить информацию о 

15 



свойствах решений в частных случаях, которые особенно интересны для приложений. На 

рисунке представлено наиболее интересное из полученных решений u=u(t,x), имеющее 

вид уединенной волны (солитона), который движется по покоящемуся фону с постоянной 

скоростью [72-76]. 

 

 

 

Рисунок 2 – Вид уединенной волны (солитона), который движется по покоящемуся фону с 

постоянной скоростью 

                                         

 

Рассмотрен счетный класс обыкновенных дискретных уравнений, возникающих 

как ограничения, совместные с цепочкой Вольтерра (эволюционное дифференциально-

разностное уравнение, имеющее применение в физике плазмы). Доказана теорема о 

совместности уравнений в этом классе. Также доказана аналогичная теорема о 

совместности счетного класса билинейных уравнений, тесно связанного с исходными 

уравнениями подстановкой и имеющего приложения в теории кластерных алгебр.   Для 

этих уравнений найдены решения, выражающиеся в терминах последовательностей, 

порождаемых линейным рекуррентным соотношением второго порядка. В качестве 

простейшего примера можно привести последовательность чисел Фибоначчи [77]. 

. 
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2 Развитие методов математической физики в квантовой теории поля, 

ядерной физики и кварк-глюонной плазме 

В рамках базового проекта оценено влияние обмена аксиально-векторным мезоном 

на извлечение протонных электромагнитных форм-факторов. В качестве примера 

проведены оценки с обменом f1(1285) мезоном, показано, как он влияет на методы 

Розенблута и передачи поляризации. Вклад аксиально-векторного мезона незначителен по 

сравнению с традиционным двухфотонным обменом и не может быть причиной различий 

в форм-факторах, извлеченных различными методами [78,79]. 

В работе рассмотрены тензорные петлевые интегралы для процесса рассеяния 2 в 2. 

Получены аналитические формулы для записи данных интегралов через функции 

Пасарино-Вельтмана. Главной составляющей результата является вывод аналитических 

выражений для угловых интегралов процесса рассеяния 2 в 3 вплоть до случая наличия 2-

х массивных пропагаторов, который не был рассмотрен ранее в применяемом подходе. 

Полученный результат развивает идеи, предложенные в работе Gabor Somogyi (J. Math. 

Phys. 52 (2011) 083501).  При этом метод редукции произведения двух и более массивных 

пропагаторов позволяет выражать это произведение через сумму с меньшим числом 

массивных пропагаторов. Это даёт возможность вычислять более сложные классы 

угловых интегралов, важных для физики частиц. Полученные выражения позволяют их 

использовать их для расчета большого класса процессов. В частности, данный результат 

будет использован для анализа процесса Drell-Yan в порядке α_s^2 константы сильного 

взаимодействия и анализа поведения при малом поперечном импульсе векторного бозона, 

распадающегося на лептонную пару [80].   

В рамках базового проекта проводится исследование качественных и 

количественных свойств численных методов решения уравнения осцилляции нейтрино в 

среде. Подбираются способы качественной и количественной оценки методов численного 

решения в отсутствии точного решения, а также сильно осциллирующего решения. 

Проверяется возможность расширения области сходимости разложения Магнуса для 

уравнения осцилляций в связи с использованием численного интегрирования и вариации 

шагов в промежуточных вычислениях. Также в рамках базового проекта было проведено 

исследование алгебраической структуры задачи смешивания фермионов с разными 

физическими характеристиками (разной чётности). В данном направлении получил своё 

дальнейшее развитие подход на основе спектрального разложения. Это позволило найти 

матричную форму полного пропагатора системы фермионов, что существенно упрощает 

анализ задач смешивания и «одевания» матрицы смешивания нейтрино. На простом 
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примере было показано, что учёт полного пропагатора для смешивающихся фермионов не 

оказывает влияния на параметры смешивания в физических ситуациях. 

Рассмотрена алгебра параграссмановых чисел, имеющая порядок p = 2 и 

находящаяся в инволюции. В данной алгебре на основе парафермионных когерентных 

состояний введено некоммутативное, ассоциативное произведение звёздочка * 

(произведение Мойла), которое является прямым обобщением аналогичного понятия в 

алгебре грассмановых чисел, имеющей порядок p = 1. Произведение такого типа 

возникает естественным образом при вычислении матричных элементов сложных 

операторных выражений в базисе парафермионных когерентных состояний.  

Рассмотрена также алгебра операторов рождения и уничтожения, подчиняющихся 

параферми-статистике того же порядка p = 2. Эти операторы удовлетворяют системе 

трилинейных соотношений параферми-алгебры. В частном случае, когда N = 2 доказано 

следующее  

Утверждение. Алгебра операторов рождения и уничтожения, подчиняющихся параферми-

статистике порядка p = 2, уравнение (2), и алгебра параграссмановых чисел того же 

порядка (1), снабжённая произведением Мойла, являются изоморфными. Было проведено 

обсуждение возможности обобщения полученного результата на случай, когда N = 3 и/или 

когда параграссманова и параферми алгебры имеют порядок p = 3. Показано, что в силу 

громоздкости вычислений прямой подход при доказательстве изоморфизма двух алгебр, 

использованный в работе, становится неэффективным при N ≥ 3 и/или р ≥ 3, что требует 

развития качественно иного подхода [81].  

В рамках формализма Баба-Мадхаварао предложен самосогласованный подход к 

получению системы волновых уравнений четвертого порядка для описания массивных 

частиц со спином 3/2. Для этой цели вводится новый набор матриц вместо исходных 

матриц алгебры Баба-Мадхаварао. Показано, что в терминах новых матриц процедуру 

построения корня четвертой степени из волнового оператора четвертого порядка можно 

свести к некоторым простым алгебраическим преобразованиям и операции перехода к 

пределу при z → q, где z – комплексный параметр деформации и q –примитивный корень 

четвертой степени из единицы, входящий в определение η-матриц. Проведено 

соответствующее обобщение полученных результатов на случай взаимодействия с 

внешним электромагнитным полем, введенным посредством минимальной подстановки. 

Обсуждается соответствующее приложение полученных результатов к задаче построения 

представления интеграла по траекториям в парасуперпространстве для пропагатора 

массивной частицы со спином 3/2 во внешнем калибровочном поле в рамках подхода 

Баба-Мадхаварао [82]. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Все исследования в рамках этапа НИР 2021 г. выполнены в полном объеме в 

соответствии с государственным заданием по теме № 121041300058-1 «Аналитические и 

численные методы математической физики в задачах томографии, квантовой теории поля 

и механике жидкости и газа». Содержание работы раскрыто в Плане научно-

исследовательских работ Федерального государственного бюджетного учреждения науки 

Институт динамики систем и теории управления имени В.М. Матросова Сибирского 

отделения РАН на 2021-2025 годы (Направление 1.1 Математические науки, Раздел 

1.1.1.7. «Математическая физика» Программы фундаментальных научных исследований 

на 2021-2030 гг.). 
В процессе выполнения работ на этапе НИР 2021 г. получены следующие 

результаты: 

- получены интегральные соотношения типа Функа-Хекке для векторных 

сферических волновых функций и выведены лучевые преобразования для векторных функций 

Хансена; 
- разработаны численные алгоритмы для исследования линейных полей 

Бельтрами; 
- доказаны теоремы существования и единственности кусочно-аналитических 

решений типа диффузионных (тепловых) волн, и построены точные решения типа 

диффузионных волн с различными фронтами в случаях плоской, цилиндрической и 

сферической симметрии; 
- разработана и реализована методика верификации численных расчетов, 

выполненных на основе метода граничных элементов, с помощью отрезков рядов и точных 

решений;     
- доказана теорема о совместности уравнений в счетном классе обыкновенных 

дискретных уравнений, возникающих как ограничения, совместные с цепочкой Вольтерра; 
- доказана аналогичная теорема о совместности счетного класса билинейных 

уравнений, тесно связанного с исходными уравнениями подстановкой и имеющего 

приложения в теории кластерных алгебр; 
- построены точные решения системы двух нелинейных гиперболических 

уравнений в частных производных четвёртого порядка, правые части которой содержат 

двукратные операторы Лапласа и квадраты градиентов искомых функций; 
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- для частного случая, когда квадраты градиентов не входят в систему, 

установлено существование точных решений определённого вида у исходной системы, 

выражаемых через произвольные гармонические функции от пространственных переменных и 

экспоненциальные функции времени; 

- доказано утверждение, что алгебра операторов рождения и уничтожения, 

подчиняющихся параферми-статистике порядка p = 2 и алгебра параграссмановых чисел того 

же порядка, снабжённая произведением Мойла, являются изоморфными; 

- построено кинетическое уравнение больцмановского типа, описывающее 

процесс упругого рассеяния плазминов на плазминах в кварк-глюонной плазме и эффект так 

называемого нелинейного затухания Ландау для мягких ферми-возбуждений; 
- проведена оценка влияния обмена аксиально-векторным мезоном на извлечение 

протонных электромагнитных форм-факторов; в качестве примера проведены оценки с 

обменом f1(1285) мезоном и показано, как он влияет на методы Розенблута и передачи 

поляризации 

- получены аналитические формулы для записи тензорных петлевых интегралов 

для процесса рассеяния два в два через функции Пасарино-Вельтмана и найдены 

аналитические выражения для угловых интегралов процесса рассеяния два в три вплоть до 

случая наличия 2-х массивных пропагаторов; 
- проанализирована возможность расширения области сходимости разложения 

Магнуса для уравнения осцилляций в связи с использованием численного интегрирования и 

вариации шагов в промежуточных вычислениях.  

По результатам НИР опубликовано 14 статей в российских и зарубежных изданиях, 

включенных в международные базы цитирования Web of Science и Scopus [1,4-6,8-

11,14,17-21] и 8 статей в изданиях, включенных в базу данных РИНЦ [2,3, 

7,12,13,15,16,22]. 

Общее количество индексируемых публикаций по результатам этапа НИР – 22 

(планируемый результат по государственному заданию на 2021 г. - 14). 
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