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Введение

Объект исследования

В диссертации исследуется дифференциальное включение ẋ ∈ F (t, x)+u

с импульсным позиционным управлением, под которым понимается неко-
торый абстрактный оператор u ← p(t, x)δt, сопоставляющий каждому
состоянию объекта x и текущему моменту времени t сосредоточенный
в нем импульс Дирака p(t, x)δt и подразумевающий дискретную реали-
зацию процесса управления в виде корректирующих импульсных воз-
действий на систему в точках направленного множества разбиений ин-
тервала управления. Реакцией системы на такое управление являются
разрывные решения, которые образуют сеть так называемых ломаных
Эйлера. В случае, когда в результате очередной коррекции фазовая точ-
ка объекта оказывается на некотором заданном многообразии (поверхно-
сти, или пересечении поверхностей), то сеть ломаных Эйлера называется
импульсно-скользящим режимом.

Обзор литературы

Дискретная реализация процесса импульсного позиционного управления
в виде разрывных ломаных Эйлера используется в книге Н.Н. Красов-
ского и А.И. Субботина [27] при исследовании игровых задач управ-
ления. В работах С.Т. Завалищина и А.Н. Сесекина [19; 20] пози-
ционные импульсные управления возникают в вырожденных линейно-
квадратичных задачах оптимального управления. В литературе мож-
но найти другие способы построения последовательностей скачков ре-
шений в вырожденных задачах оптимального управления и встретить
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такие термины как “импульсные скользящие”, “цикличные скользящие”,
“скользящие” режимы [9–14; 28].

Разрывные траектории возникают при формализации многих задач
теории управления, и этим вопросам посвящено огромное число работ.
Прежде всего это относится к исследованию систем, состояние которых
может меняться скачкообразно при кратковременном интенсивном воз-
действии каких-либо сил. Такие ситуации имеют место в динамике кос-
мических аппаратов, механических систем с ударами и в других систе-
мах.

Существуют различные способы описания разрывных траекторий ди-
намических систем. Один из них восходит к работе В.Д. Мильмана и
А.Д. Мышкиса [35] и состоит в том, чтобы устанавливать правила,
по которым происходит скачок траектории. Систематически этот под-
ход развивается в книге [51] (см. также [34]).

Еще один путь описания решения дифференциального уравнения с
δ-функцией Дирака в коэффициентах основан на предельном переходе в
этом уравнении после замены в нем идеального импульса Дирака на по-
следовательность его гладких, непрерывных или иных аппроксимаций.
Этот подход восходит к работе Я. Курцвейла [69], в которой правило
скачка траектории, по сути, дает условие допустимости скачка через ре-
шение так называемого предельного уравнения (см. книгу В.А. Дыхты и
О.Н. Самсонюк [16, с. 24]). Естественность такого аппроксимационного
подхода для описания решений управляемых систем с импульсными воз-
действиями обосновывается в книге Н.Н. Красовского [26, с. 84-86]. Но
следует отметить (см. [56, с. 34-37]), что при указанном подходе скачок
траектории не является однозначно определенным и зависит от харак-
тера предельного перехода.

Сравнительный анализ различных подходов к изучению дифферен-
циальных уравнений с обобщенными функциями содержится в книге [18,
с. 143-146] (см. также обзорную статью [52]), где детально исследуется
еще один класс так называемых аппроксимируемых решений, определяе-
мых на предельных переходах на последовательностях абсолютно непре-
рывных аппроксимаций функций с ограниченной вариацией.
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Что же касается ломаных Эйлера, то отдельный интерес представ-
ляет случай, когда в результате действия корректирующих импульсов
предельные справа точки соответствующей интегральной кривой ока-
зываются на некотором многообразии (пересечении гиперповерхностей).
В работах С.Т. Завалищина и А.Н. Сесекина исследован управляемый
объект

ẋ = f(t, x) + v(t) + u, x(t0) = x0 (t ∈ I = [t0, θ]), (1)

где x = (x1, . . . , xn) — состояние объекта, v(t) — возмущение, u — управ-
ляющее воздействие, определенное, как импульсное позиционное управ-
ление u ← p(t, x)δt. Выражение p(t, x)δt (“бегущий импульс”, см. [17,
с. 215]), как обобщенная функция, смысла не имеет и означает лишь тот
факт, что в системе (1) функционирует импульсное позиционное управ-
ление, подразумевающее дискретную реализацию “бегущего импульса” в
виде последовательности корректирующих импульсов, сосредоточенных
в точках разбиения h : t0 < t1 < . . . < tN = θ отрезка I. Результатом
такой последовательной коррекции является ломаная Эйлера xh(·), по
определению совпадающая на промежутках (tk, tk+1] с решением задач
Коши

ẋ = f(t, x) + v(t), x(tk) = xh(tk) + p
(
tk, x

h(tk)
)
, k = 0, N − 1,

где xh(t0) = x0. Множество всех ломаных Эйлера является сетью, на-
правленной по убыванию d(h) = max {tk+1− tk : k = 0, N − 1}. В случае,
когда в результате действия корректирующего импульса в моменты вре-
мени tk предельная справа точка

(
tk, x(tk + 0)

)
интегральной кривой,

соответствующей ломаной Эйлера, оказывается на некотором многооб-
разии

S = {(t, x) ∈ Rn+1 : σj(t, x) = 0, j = 1,m}, (2)

сеть ломаных Эйлера называется импульсно-скользящим режимом,
а траектория r(t), предельная для равномерно сходящейся на про-
межутке (t0, θ] последовательности ломаных Эйлера — идеальным
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или предельным импульсно-скользящим режимом. Положим σ(t, x) =

(σ1(t, x), . . . , σm(t, x)). В [18], [21] показано, что при весьма общих
предположениях, начиная с момента t0 + 0, выполняется p

(
t, r(t)

)
= 0,

а при при некотором дополнительном условии выполняется также
σ
(
t, r(t)

)
= 0, t ∈ (t0, θ], что означает наличие для предельных режимов

эффекта скольжения по многообразию S. В [18; 21, теорема 2.1] методом
эквивалентного управления получено также дифференциальное уравне-
ние, которому удовлетворяет любой идеальный импульсно-скользящий
режим r(t). В статьях [23; 24] эти результаты обобщены на случай воз-
мущений, задаваемых мерами.

Отметим, что процессы типа скольжения возникают во многих за-
дачах теории управления. Но в большей степени они, как и метод эк-
вивалентного управления, являются атрибутом управляемых систем с
разрывными позиционными управлениями (обратными связями) и тео-
рии разрывных систем в целом.

Теория дифференциальных уравнений с разрывной правой частью в
настоящее время хорошо разработана и имеет многочисленные прило-
жения. Она восходит к задачам классической механики, где более ста
лет назад изучались движения механических систем с сухим трением
(П. Пэнлеве [72], П. Аппель [5; 6]). Начало систематического изучения
разрывных систем относится к шестидесятым годам прошлого столе-
тия и связано с возникновением и развитием теории автоматического
регулирования. Существенный толчок к этому дала дискуссия на 1-ом
конгрессе ИФАК по докладу А.Ф. Филиппова [15]. В настоящее вре-
мя такими уравнениями описывается большое количество задач в тео-
рии нелинейных колебаний, в теории управления и устойчивости движе-
ния [3; 4; 22; 25; 46–48; 64; 66–68].

Решения дифференциальных уравнений с разрывными правыми ча-
стями подразделяются на различные типы квазирешений [74], обобщен-
ных решений, а также классифицируются по своим свойствам. В раз-
ных ситуациях и теориях могут использоваться различные понятия ре-
шения. Их сравнительный анализ можно найти в работах [29–31]. Под
обобщенными решениями понимаются, как правило, решения тем или
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иным способом построенных дифференциальных включений или урав-
нений в контингециях, которые рассматривалась еще в тридцатые годы
прошлого столетия в работах А. Маршо [70; 71] и С.К. Зарембы [75; 76].

Одним из наиболее употребительных и удобных в прикладных зада-
чах стало определение обобщенного решения в смысле А.Ф. Филиппо-
ва [56]. Методы изучения систем управления с разрывными позиционны-
ми управлениями разработаны в работах М.А. Айзермана, Е.С. Пятниц-
кого [1; 2]. Это направление они условно назвали физическим (в отличие
от направления работ А.Ф. Филиппова, которое названо математиче-
ским). Из работ многих других ученых, посвященных, в основном, раз-
личным методам исследования качественного поведения разрывных си-
стем, укажем на еще один содержательный и общий метод исследования
разрывных управляемых систем — метод эквивалентного управления,
развитый в работах В.И. Уткина [54], который позволяет эффективно
описывать движения по пересечению поверхностей разрыва позицион-
ных управлений (разрывных обратных связей) системы вида

ẋ = f(t, x) +B(t, x)ũ(t, x), (3)

где B(t, x) — матрица размерности n × m и векторное управление
ũ(t, x) =

(
ũ1(t, x), . . . , ũm(t, x)

)
является разрывным на поверхностях

Sj = {(t, x) ∈ Rn+1 : σj(t, x) = 0}, j = 1,m. Если для решения x(t) урав-
нения (3), определенного в каком-либо смысле методами теории диффе-
ренциальных уравнений с разрывной правой частью, выполняется усло-
вие

(
t, x(t)

)
∈ S, то в общепринятой терминологии это решение называ-

ется скользящим режимом.
Наличие эффекта скольжения у идеального импульсно-скользящего

режима уравнения (1) ставит естественный вопрос об его описании диф-
ференциальным уравнением с разрывной правой частью, для которого
он был бы обычным скользящим режимом. Данная работа направлена на
решение именно этого вопроса в следующей постановке: требуется опре-
делить n × m матрицу B(t, x) и найти такое управление ũ(t, x), чтобы
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идеальный импульсно-скользящий режим включения

ẋ ∈ F (t, x) + u (4)

с позиционным импульсным управлением u← p(t, x)δt являлся скользя-
щим режимом дифференциального включения

ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ(t, x) (5)

на множестве S и реализовывался на некотором эквивалентном управ-
лении ueq(t, x).

В данной работе используются определения решений разрывных си-
стем в смысле Филиппова, Айзермана-Пятницкого и метод эквивалент-
ного управления. Отметим одну особенность поставленной задачи. Мно-
гозначность F (t, x) в правой части включения (5) или (4) может воз-
никать различными путями. Например, если система находится под дей-
ствием возмущений v = v(t, x), точное значение которых в рамках задан-
ных ограничений неизвестно, или если функция f(t, x) в системе (3) яв-
ляется разрывной по (t, x) и в точках разрыва доопределяется в смысле
Филиппова. В этой ситуации эквивалентное управление для включения
(5) возникает в виде многозначной функции.

Актуальность темы диссертации

Круг задач, которые приводят к динамическим системам с разрывны-
ми позиционными управлениями, очень широк. Отметим задачи полной
управляемости, слежения и стабилизации, которые решаются выводом
системы на скользящий режим — основной режим их функционирова-
ния. Эти задачи можно решать при помощи обычных разрывных пози-
ционных управлений, которые обеспечивают движение системы в сколь-
зящем режиме на эквивалентном управлении, если оно удовлетворяет
ограничениям на ресурсы управления. Если же этих ресурсов не хватает,
то скользящий режим под действием обычных позиционных управлений
прекращается и цель управления не достигается. Но, как видно из вы-
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шесказанного, эти же задачи могут решаться и на идеальном импульсно-
скользящем режиме. Поэтому представляет интерес комбинированное
использование обычных позиционных управлений и импульсных позици-
онных управлений: в областях, где не хватает ресурсов обычных управ-
лений, использовать импульсно-скользящие режимы.

Таким образом, исследуемые в диссертации задачи актуальны как
для распространения методов импульсного позиционного управления на
более широкий круг задач, так и для развития существующей теоре-
тической базы для решения типичных задач теории разрывных систем
управления.

Целью работы является исследование асимптотических свойств
импульсно-скользящих режимов дифференциальных включений и изу-
чение их взаимосвязей со скользящими режимами систем с разрывными
позиционными управлениями.

Диссертация состоит из трех глав, заключения и списка литературы,
включающего 76 наименований. Для удобства чтения приведен список
основных предположений, которые фигурируют в формулировках лемм
и теорем.

Первая глава посвящена исследованию импульсно-скользящих режи-
мов дифференциальных включений и описанию их с помощью обычных
скользящих режимов систем с разрывными нелинейностями сигнатурно-
го типа и состоит из семи разделов.

Первый раздел носит вспомогательных характер и содержит необхо-
димые предварительные сведения из теории дифференциальных урав-
нений с разрывной правой частью. Второй раздел содержит постановку
исследуемой задачи. В третьем разделе изучены общие свойства после-
довательностей ломаных Эйлера, которые используются в дальнейшем.

В четвертом разделе рассматривается управляемая система (4), для
которой ставится и решается задача поиска управления u и условий на
него, при которых оно реализует движение по множеству S = {(t, x) ∈
Rn+1 : σi(t, x) = 0, i = 1,m}, m 6 n.

Вводятся обозначения: σt(t, x) — вектор-функция, каждая i-я ком-
понента которой является частной производной σi(t, x) по t; σx(t, x) —
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m × n матрица Якоби, каждая i-я строчка которой представляет собой
градиент функции σi(t, x) по переменной x. Управление ищется в форме

u = B(t, x)ũ,

где ũ = (ũ1, . . . , ũm), B(t, x) — некоторая непрерывная n × m матри-
ца, удовлетворяющая равенству σx(t, x)B(t, x) = −Em для любой точки
(t, x) ∈ S, Em — единичная m×m матрица. Функции ũi(t, x) для любых
(t, x) /∈ Si = {(t, x) ∈ Rn+1 : σi(t, x) = 0} определяются равенством

ũi(t, x) = Hi(t, x) sgnσi(t, x), (6)

где Hi(t, x) > 0 — некоторые непрерывные функции, i = 1,m, sgn —
функция знака. Полагая ũ(t, x) =

(
ũ1(t, x), . . . , ũm(t, x)

)
, приходим к

дифференциальному включению (5) с разрывными нелинейностями (6)
в правой части.

Пусть Ũi(t, x) — отрезок, концами которого являются предельные
значения функций ũi(t, x) в каждой точке (t, x), i = 1,m. В точках непре-
рывности функции ũi(t, x) множество Ũi(t, x) состоит из одной точки —
значения этой функции. Через Ũ(t, x) ⊂ Rm обозначим множество векто-
ров (ũ1, . . . , ũm), когда ũi независимо друг от друга пробегают множества
Ũi(t, x). Тогда включение (5) запишется в виде управляемой системы{

ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ,

ũ ∈ Ũ(t, x).
(7)

Определение. Решением задачи (7), определенным на отрезке I =

[t0, t0+T ], называется пара
(
x(t), ũ(t)

)
, состоящая из абсолютно непре-

рывной функции x(t) (траектории) и измеримой функции ũ(t) (управ-
ления), удовлетворяющих включениям (7) почти всюду на I.

В теореме 1.4.1 устанавливается существование решений включения
(5) и управляемой системы (7).

Условие существования траектории включения (7), удовлетворяюще-
го условию

(
t, x(t)

)
∈ S, t ∈ [t0, t0 + T ] (скользящего режима), и управ-
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лений, на которых оно реализуется, ищется по схеме метода эквивалент-
ного управления. В данной ситуации оно оказывается многозначным и
определяется следующим образом. Для каждых (t, x) ∈ S обозначим:

Ũ eq(t, x) = σt(t, x) + σx(t, x)F (t, x), Ũ ∗eq(t, x) = Ũ eq(t, x) ∩ Ũ(t, x).

Элементы ũ∗eq(t, x) множества Ũ ∗eq(t, x) называются эквивалентными
управлениями, а отображение (t, x) → Ũ ∗eq(t, x) — многозначным экви-
валентным управлением. В теореме 1.4.2 устанавливаются необходимые
условия существования скользящего режима x(t) включения (5) в виде
неравенства Ũ ∗eq

(
t, x(t)

)
6= ∅, и записывается управляемая система,{
ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ,

ũ ∈ Ũ ∗eq(t, x),

траекторией которой является x(t).
Достаточные условия существования скользящих режимов и устой-

чивости множества S исследуются при помощи функции Ляпунова

V (t, x) =
1

2
〈σ(t, x), σ(t, x)〉

в теореме 1.4.3, которая является основным результатом четвертого раз-
дела первой главы.

Теорема 1.4.3 используется далее при изучении включения, которому
удовлетворяет идеальный импульсно-скользящий режим включения (4),
но сформулированный в ней результат представляет также и самостоя-
тельный интерес, так как системы, в которых одновременно присутству-
ют многозначные или разрывные характеристики (возмущения, сухое
трение и др.) и разрывные позиционные управления, стабилизирующие
систему, ранее не изучались.

В пятом разделе показывается связь между импульсно-скользящими
режимами и скользящими режимами дифференциальных включений.
Основными являются теоремы 1.5.1 и 1.5.2.
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В теореме 1.5.1 получены условия, при которых для включения (4) су-
ществует идеальный импульсно-скользящий режим, и любой идеальный
импульсно-скользящий режим r(t) является траекторией управляемой
системы {

ṙ ∈ F (t, r) +B(t, r)ũ,

ũ ∈ Ũ eq(t, r)

с начальным условием r(t0 + 0) = x0 + p(t0, x0).
В теореме 1.5.2 получены условия, при которых любой идеальный

импульсно-скользящий режим r(t) включения (4) является устойчивым
скользящим режимом этого же включения с разрывным позиционным
управлением u = B(t, x)ũ(t, x), и траекторией управляемой системы (7)
при условии, что r(t0) = x0 + p(t0, x0). В этих теоремах используется
условие “сброса” (см. [18])

σ
(
t, x+ p(t, x)

)
= 0,

p(t, x) = 0⇐⇒ σ(t, x) = 0,

и интенсивность импульса имеет специальный вид p(t, x) = B(t, x)σ(t, x).
Отметим, что позиционное импульсное управление при весьма общих

предположениях из раздела 2 формирует последовательности ломаных
Эйлера для любой управляемой системы. Разрывное управление ũ(t, x)

обладает универсальностью в том смысле, что сохраняет свою структу-
ру для различных целевых множеств S и способно обеспечивать их ста-
билизацию. Но применимость управлений типа ũ(t, x) для реализации
скользящих режимов имеет ограничения. В шестом разделе использо-
вание этих двух типов управлений рассматривается на содержательном
примере управления движением линейного осциллятора с сухим трени-
ем. Здесь приведены результаты численных экспериментов, которые под-
тверждают аналитические исследования.

В седьмом разделе первой главы получены дифференциальные
включения с разрывными позиционными управлениями для идеальных
импульсно-скользящих режимов дифференциальных включений с мат-
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рицей при производной

A(t, x)ẋ ∈ F (t, x) + u.

Для них установлены аналоги теорем из раздела 5. Эти результаты ис-
пользуются в третьей главе при исследовании режимов декомпозиции и
импульсно-скользящих режимов для уравнений Лагранжа второго рода
механических систем.

Во второй главе изучается дифференциальное включение с сосредо-
точенными в точках импульсами. Первый раздел носит постановочный и
вспомогательный характер. В нем приводятся известные факты о непре-
рывных аппроксимациях Иосиды многозначных отображений.

Во втором разделе изучается включение

ẋ ∈ F (t, x) + g(t, x)δ(t), (8)

где F : (α, β) × Rn → Rn — многозначное отображение с выпуклыми
компактными значениями, g : (α, β) × Rn → Rn — непрерывное отоб-
ражение, удовлетворяющее условию Липшица по переменной x, δ(t) —
δ-функция Дирака, сосредоточенная в момент t = 0. Включение вида (8)
рассматривается, как идеализация включений

ẋ ∈ F (t, x) + g
(
t, x)δi(t), (9)

где δi(t) образуют последовательность непрерывных дельтаобразных
функций, удовлетворяющих условиям (D1)–(D2) 1.

Уравнение, на основе которого осуществляется переход от задачи (9)
к задаче (8) имеет вид

ẋ = Fλ(t, x) + g(t, x)δi(t), (10)

где Fλ(t, x) — аппроксимация Иосиды для отображения F (t, x). Реше-
ния включения (9) и уравнений (10) понимаются в обычном смысле как

1Все основные условия, используемые в диссертации, собраны в разделе “Список основных пред-
положений”.
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абсолютно непрерывные функции, почти всюду удовлетворяющие (9) и
(10) соответственно. Вводятся вспомогательные задачи

u̇ ∈ F (t, u), u(t0) = x0, t ∈ [t0, 0] (11)

dv

ds
= g(0, x), v(0) = u(0), s ∈ [0, 1] (12)

ẇ ∈ F (t, w), w(0) = v(1), t ∈ [0, t0 + T ]. (13)

Основным результатом второго раздела второй главы является тео-
рема 2.2.1, в которой при соответствующих условиях устанавливается,
что для любой последовательности решений xi(t) задач (9) при i→ +∞
имеет место:

xi(t)→ u(t), t0 6 t < 0,

xi(t)→ w(t), 0 < t 6 t0 + T,

где u(t) и w(t) — решения включений (11) и (13) соответственно.

Определение. Под обобщенным решением включения (9) будем пони-
мать функцию x(t), которая является решением включения (11) на
отрезке [t0, 0] и решением включения (13) на промежутке (0, t0 + T ]

с начальным условием x(+0) = v(1), где v(t), t ∈ [0, 1] определена из
уравнения (12).

В соответствии с этим определением теорема 2.2.1 обеспечивает су-
ществование и дает структуру обобщенных решений включения (8). До-
определение обобщенного решения x(t) в точке разрыва t = 0 пределом
слева (который, очевидно, существует) является удобным для нас со-
глашением. Применительно к дифференциальным уравнениям система
(12) называется предельной, а начальное условие x(+0) = v(1) (в нашей
ситуации) — условием допустимости скачка (см. [16, с. 24-25]).

Далее в следствии 2.2.1 устанавливается, что для обобщенных реше-
ний уравнения

ẋ = Fλ(t, x) + δ(t)g(t, x)

и включения (9) справедлива оценка вида

‖x(t)− xλ(t)‖ = O(
√
λ) + ‖x(t0)− xλ(t0)‖),
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где Fλ(t, x) — аппроксимация Иосиды многозначного отображения
F (t, x), что также является новым и представляет самостоятельный ин-
терес.

В третьем разделе мы меняем характер предельного перехода на по-
следовательностях дельтаобразных функций и рассматриваем задачу{

ẋ(t) ∈ F
(
t, x(t)

)
+ δ(t)p

(
x(t− 0)

)
,

x(t0) = x0.
(14)

Здесь включение (14) мы понимаем, как формальную запись для предела
последовательности задач{

ẋ(t) ∈ F
(
t, x(t)

)
+ δi(t)p

(
x(t− τi)

)
, i = 1, 2, . . . ,

x(t0) = x0.
(15)

Вводятся вспомогательные задачи

u̇ ∈ F (t, u), u(t0) = x0, t ∈ [t0, 0] (16)

ż ∈ F (t, z), z(0) = u(0) + p
(
u(0)

)
, t ∈ [0, t0 + T ]. (17)

и доказывается теорема 2.3.1, в которой при определенных условиях
устанавливается, что для любой последовательности решений xi(t) за-
дач (15) при i→ +∞ имеет место:

xi(t)→ u(t), t0 6 t < 0,

xi(t)→ z(t), 0 < t 6 t0 + T,

где u(t) и z(t) — решения включений (16) и (17) соответственно.
С учетом теоремы 2.3.1 обобщенное решение включения (14) опреде-

ляется следующим образом.

Определение. Под обобщенным решением включения (14) будем пони-
мать функцию x(t), удовлетворяющую дифференциальному включению
(16) на отрезке [t0, 0] и дифференциальному включению (17) на проме-
жутке (0, t0 + T ] с начальным условием x(+0) = x(0) + p

(
x(0)

)
.
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В четвертом разделе мы полагаем, что функция p(t, x) не зависит от
переменной t, и обозначаем ее p(x). Для разбиения h отрезка I вводится
в рассмотрение задача ẋ(t) ∈ F

(
t, x(t)

)
+ p
(
x(t− 0)

)N−1∑
k=1

δ(t− tk),

x(t0) = x0 + p(x0),

(18)

и устанавливается, что ломаные Эйлера включения (4) являются обоб-
щенными решениями задачи (18), начиная с точки t0 + 0. Это позволяет
доказать основную теорему 2.4.1 этого раздела об аппроксимации лома-
ных Эйлера последовательностями задач с дельтаобразными функция-
ми, а также с использованием аппроксимаций Иосиды в следствии 2.4.2.
Эти результаты некоторым образом определяют место ломаных Эйлера
и импульсно-скользящих режимов в теории систем с разрывными траек-
ториями.

В третьей главе рассматривается механическая система с n степе-
нями свободы и с силами сухого трения в виде уравнений Лагранжа
второго рода

A(t, q)q̈ = g(t, q, q̇) +QA(t, q, q̇) +QT (t, q, q̇) + u (19)

с начальным условием (t0, q0, q̇0). Здесь представляет интерес наличие
в (19) разрывной по q̇ функции QT (t, q, q̇) (обобщенные силы кулонова
трения), непрерывной, положительно определенной при любых (t, q) ∈
I × Rn матрицы A(t, q), которая в общем случае может отличаться от
единичной матрицы, а также наличие управляющих сил u. Они могут
быть разрывными позиционными управлениями или носить характер им-
пульсного воздействия: u← p(t, q, q̇)δt.

Для механических систем движение по пересечению множеств
Si =

{
(t, q, q̇) : q̇i = ϕi(t, q)

}
, i = 1, n, называется режимом декомпози-

ции (см. [49; 50]). Такие движения позволяют решать задачи слежения
(движение по наперед заданной траектории), задачи стабилизации си-
стемы или задачи полной управляемости. В работе [49; 50] развита соот-
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ветствующая теория (принцип декомпозиции) для уравнений Лагранжа
второго рода (без учета сил трения) в рамках некоторых условий, кото-
рые предполагают наличие в системе ресурсов управления Hi (i = 1, n),
достаточных для обеспечения режимов декомпозиции. Эти исследования
продолжались в работах [33; 57; 58].

Режим декомпозиции есть не что иное, как скользящий режим иссле-
дуемой механической системы с разрывными позиционными управления-
ми. В первом разделе третьей главы исследуются общие условия, при ко-
торых идеальный импульсно-скользящий режим является режимом де-
композиции. Поэтому он может обеспечиваться импульсно-скользящими
режимами с любой точностью. Однако, в тех областях, где достаточно
ресурсов обычных обратных связей, движение может быть реализовано
на разрывном позиционном управлении релейного типа и при этом будет
устойчивым в том или ином смысле.

Во втором разделе третьей главы показана связь идеальных
импульсно-скользящих режимов механической системы с множеством S,
определяемым уравнением q̇ = ϕ(t, q), со скользящими режимами систе-
мы (19) с двумя различными разрывными позиционными управляющими
воздействиями. Для этих случаев получены условия на ресурсы управле-
ния, которые иллюстрируются нетривиальным примером двухзвенного
манипулятора на шероховатой плоскости.

В Заключении сформулированы основные результаты диссертации.
Методы исследования. В работе используются методы теории

дифференциальных уравнений с разрывной правой частью, теории диф-
ференциальных включений, многозначного анализа и элементы теории
динамических систем с разрывными траекториями и импульсными воз-
действиями.

Научная новизна. В работе сама постановка задачи об описании
идеальных импульсно-скользящих режимов систем с импульсным по-
зиционным управлением как скользящих режимов разрывных систем
с разрывными позиционными управлениями является новой. Для этой
задачи разработаны более общие, чем известные ранее, методы изуче-
ния импульсно-скользящих режимов дифференциальных включений с
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применением многозначного анализа. Так, многозначный аналог метода
эквивалентных управлений ранее не использовался. Для изучения струк-
туры обобщенных решений включений с сосредоточенными в точках им-
пульсами новым является подход, основанный на непрерывных однознач-
ных аппроксимациях Иосиды многозначных отображений, что позволяет
эффективно использовать для исследований известные в теории диффе-
ренциальных уравнений с импульсами факты. Получены теоремы о вза-
имосвязях скользящих и импульсно-скользящих режимов дифференци-
альных включений, которые являются новыми также и для дифференци-
альных уравнений, которые являются частным случаем дифференциаль-
ных включений. Доказана новая теорема об аппроксимации импульсно-
скользящего режима системы последовательностями решений этой же
системы с дельтаобразными непрерывными функциями в правой части.
На задачах управления механическими системами с сухим трением по-
казана принципиальная возможность комбинированного использования
позиционных импульсных и разрывных позиционных управлений в усло-
виях, когда недостаточно ресурсов управления у последних.

Достоверность результатов. Все утверждения диссертации явля-
ются полностью доказанными с использованием хорошо известных и до-
стоверных фактов теории дифференциальных уравнений с разрывной
правой частью, теории дифференциальных включений и многозначно-
го анализа. Они опубликованы в рецензируемых научных журналах и
прошли обсуждение на научных конференциях и семинарах.

Теоретическая и практическая значимость. В диссертации раз-
вит новый подход к изучению импульсно-скользящих режимов систем,
полученных в результате процедуры дискретизации импульсного пози-
ционного управления, основанный на их описании системами с разрыв-
ными позиционными управлениями. Результаты диссертации являются
дополнением существующей теоретической базы для решения приклад-
ных задач, которые приводят к системам с позиционными разрывными
и импульсными управлениями, и могут применяться для исследования
динамики конкретных систем управления.

19



Соответствие диссертации паспорту научной специальности.
В диссертации рассмотрены дифференциальные включения с позици-
онным импульсным управлением и установлена взаимосвязь идеальных
импульсно-скользящих режимов со скользящими режимами дифферен-
циальных включений с разрывными позиционными управлениями. По-
лученные результаты применены к исследованию управляемых механи-
ческих систем, представленных уравнениями Лагранжа второго рода.
Область исследований диссертации соответствует п. 4 “Динамические си-
стемы, дифференциальные уравнения на многообразиях” и п. 11 “Диф-
ференциальные включения и системы вариационных неравенств” пас-
порта специальности 01.01.02 – дифференциальные уравнения, динами-
ческие системы и оптимальное управление.

Апробация работы. Исследования по теме диссертации проводи-
лись в рамках плановых тем НИР Института математики, экономики и
информатики ФГБОУ ВПО “ИГУ”, проекта РФФИ 10-01-00132а и ФЦП
“Научные и научно-педагогические кадры инновационной России” (про-
ект № 2012–1.2.1–12–000–1001–011). Результаты диссертации были пред-
ставлены на Всероссийской конференции “Математическое моделирова-
ние и вычислительно-информационные технологии в междисциплинар-
ных научных исследованиях” (Иркутск, 2009, 2011), на XI Всероссий-
ской конференции молодых ученых по математическому моделированию
и информационным технологиям (Иркутск–Байкал, 2010), на XI Меж-
дународной конференции “Устойчивость и колебания нелинейных систем
управления” (Москва, конференция Пятницкого, 2010), на II Междуна-
родной школе-семинаре “Нелинейный анализ и экстремальные задачи”
(Иркутск, 2010), на Международной конференции “Колмогоровские чте-
ния – V. Общие проблемы управления и их приложения” (Тамбов, ОПУ-
2011), на XV Байкальской международной школе-семинаре “Методы оп-
тимизации и их приложения” (Иркутск–Байкал. Конференция памяти
В.П. Булатова, 2011), на IV Международной конференции “Математи-
ка, ее приложения и математическое образование” (Улан-Удэ, 2011), на
Международной конференции, посвященной 105-летию со дня рождения
С.Л. Соболева “Дифференциальные уравнения. Функциональные про-
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странства. Теория приближений” (Новосибирск, 2013), а также на кон-
ференциях и семинарах ИДСТУ СО РАН и на семинаре кафедры Диф-
ференциальных уравнений и математического анализа ИМЭИ ФГБОУ
ВПО “ИГУ”.

Публикации и личный вклад. По результатам диссертации опуб-
ликовано 12 работ. Основные результаты главы 1 опубликованы в ста-
тье [63], главы 2 — в статьях [37; 45], главы 3 — в статье [42], входящих
в перечень рецензируемых журналов и изданий, рекомендованных ВАК
Минобрнауки РФ для опубликования результатов диссертаций, также
отражены в материалах и трудах международных и всероссийских кон-
ференций [36; 38–41; 43; 44; 73]. Все результаты, выносимые на защиту,
получены автором лично и не нарушают авторских прав других лиц. В
совместных публикациях И.А. Финогенко принадлежат постановки ис-
следуемых задач.

Автор выражает свою искреннюю благодарность д.ф.-м.н. И.А. Фи-
ногенко за научное руководство данной работой.
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Глава 1

Импульсно-скользящие режимы

1.1 Предварительные сведения о решениях разрыв-

ных систем

Как было указано во введении, исследования будут опираться на
понятия решений разрывных систем в смысле Филиппова, Айзермана-
Пятницкого и на метод эквивалентного управления. Для полноты изло-
жения приведем соответствующие определения [56] (см. также [61]).

1. Определение решения А. Ф. Филиппова. Пусть f(t, x) —
некоторая однозначная функция, определенная и непрерывная всюду в
области Ω ⊂ Rn+1 за исключением некоторого множества M . Предпо-
лагается, что множество M имеет нулевую меру Лебега. Как правило, в
прикладных задачах множество M — некоторый набор гиперповерхно-
стей в пространстве переменных (t, x).

Определение 1.1.1. Функция f(t, x) называется кусочно-непрерывной,
если выполняются следующие условия:

1) область Ω состоит из конечного числа областей Ωj, j = 1, l, и
множества M (нулевой меры) точек границ этих областей;

2) в каждой области Ωj функция f непрерывна по совокупности
переменных;

3) для каждой точки (t, x) ∈M существует конечный предел функ-
ции f по любой из областей Ωj, для которой точка (t, x) является гра-
ничной.
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Отметим, что функция f(t, x) рассматривается при условии (t, x) 6∈
M . На множестве M она может быть не определена и задается неко-
торым специальным образом, что и приводит к различным понятиям
решения дифференциальных уравнений с разрывной правой частью.

Для кусочно-непрерывной функции f(t, x) через F (t, x) обозначим
выпуклую оболочку всех ее предельных значений в каждой фиксиро-
ванной точке (t, x) ∈ Ω. Если в точке (t, x) функция f(t, x) непрерывна,
то F (t, x) — множество состоящее из одной точки f(t, x). Такое много-
значное доопределение функции f называется простейшим выпуклым
доопределением.

Определение 1.1.2. Под решением дифференциального уравнения

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0 (1.1.1)

с кусочно-непрерывной функцией f в правой части понимается решение
дифференциального включения

ẋ ∈ F (t, x), x(t0) = x0. (1.1.2)

Функция x : (α, ω)→ Rn является решением дифференциального вклю-
чения (1.1.2), если на каждом конечном отрезке [t0, t1] ⊂ (α, ω) она аб-
солютно непрерывна, и ее производная ẋ(t) удовлетворяет включению
ẋ(t) ∈ F

(
t, x(t)

)
для почти всех t ∈ [t0, t1].

Приведенное определение решения называется решением дифферен-
циального уравнения (1.1.1) по Филиппову.

2. Определение решения М.А. Айзермана, Е.С. Пятницко-
го. Рассмотрим систему уравнений

ẋ = f
(
t, x, u1(t, x), . . . , um(t, x)

)
, (1.1.3)

где функция f(t, x, u1 . . . , um) непрерывна по совокупности аргумен-
тов, функция u = (u1, . . . , um) имеет смысл управления. Пусть каж-
дая функция ui = ui(t, x) разрывна только на одной гладкой поверх-
ности Si = {(t, x) : ϕi(t, x) = 0} и является кусочно-непрерывной. Это
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означает, что каждая функция ui(t, x) непрерывна в областях S+
i и S−i ,

на которые поверхность Si разбивает пространство переменных (t, x), и
для каждой точки (t, x) ∈ Si существуют конечные предельные значе-
ния функции ui(t, x) по этим областям. Обозначим их u+

i (t, x) и u−i (t, x).
Через Ui(t, x) обозначается отрезок с концами u+

i (t, x) и u−i (t, x), если
(t, x) ∈ Si. В областях непрерывности функции ui(t, x) множество Ui(t, x)

состоит из одной точки ui(t, x).
Определим F1(t, x) = f

(
t, x, U1(t, x), . . . , Um(t, x)

)
, как множество

значений функции f(t, x, u1, . . . , um), когда точка (t, x) фиксирована,
а переменные u1, . . . , um независимо друг от друга пробегают, соответ-
ственно, множества U1(t, x), . . . , Um(t, x). Через F2(t, x) обозначается вы-
пуклая оболочка множества F1(t, x).

Определение 1.1.3. Под решением уравнения (1.1.3) понимается ре-
шение дифференциального включения

ẋ ∈ F2(t, x). (1.1.4)

Отметим, что включение (1.1.4) может быть записано в виде сово-
купности систем дифференциальных уравнений:

ẋ =
N∑
k=1

αk(t)f(t, x, u∗1, . . . , u
∗
m), (1.1.5)

где u∗i = ui(t, x) в точках непрерывности функции ui(t, x) и

u∗i = λi(t)u
+
i (t, x) +

(
1− λi(t)

)
u−i (t, x).

Здесь λi(t) ∈ [0; 1], αk(t) > 0,
N∑
k=1

αk(t) = 1 и все функции λi(t) и αk(t)

измеримы. Совокупность систем уравнений (1.1.5) называется репрезен-
тативной системой уравнений и была введена в работах М.А. Айзермана,
Е.С. Пятницкого [1; 2] для обоснования включения (1.1.4).

3. Метод эквивалентного управления. Как отмечалось выше,
для разрывных систем существует особый тип решений — скользящие
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режимы. Основным методом описания скользящих режимов являет-
ся метод эквивалентного управления. Будем рассматривать уравнение
(1.1.3). Пусть (t, x) принадлежит одновременно поверхностям S1, . . . , Sr,
1 6 r 6 m. Задача состоит в том, чтобы найти значения ueqi (t, x) из урав-
нений

〈∇xϕi(t, x), f(t, x, ueq1 , . . . , u
eq
r , ur+1, . . . , um)〉+

∂ϕi(t, x)

∂t
= 0, i = 1, r.

Определение 1.1.4. Функции ueqi (t, x) называются эквивалентными
управлениями и под решением уравнения (1.1.3) понимается абсолютно
непрерывная функция x(t), удовлетворяющая

ẋ = f(t, x, ueq1 , . . . , u
eq
r , ur+1, . . . , um)

на пересечении поверхностей Si, i = 1, r и уравнению (1.1.3) вне поверх-
ностей Si.

Необходимым условием существования такого решения является вы-
полнение условий: ueqi

(
t, x(t)

)
∈ Ui

(
t, x(t)

)
для всех i = 1, r. Если хотя

бы одно из таких условий не выполняется, решения в указанном выше
смысле не существует, и метод эквивалентного управления “не работает”.
Эквивалентные управления определяют уравнение скользящего режима
и условия его существования неявно. Если скользящий режим существу-
ет, то он является решением в смысле Айзермана-Пятницкого.

Отметим, что если функция f(t, x, u) линейна по u, и векторы част-
ных производных функций ϕi(t, x) в точках пересечения поверхностей
Si линейно независимы, то три описанных выше подхода к определению
решения (по Филиппову, по Айзерману-Пятницкому и методом эквива-
лентного управления) совпадают.

1.2 Постановка задачи

Пусть Rn — n-мерное векторное пространство с евклидовой нормой
‖ · ‖. В первой главе исследуется управляемый объект, представленный
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в виде
ẋ ∈ F (t, x) + u,

где x = (x1, . . . , xn), F (t, x) — многозначное отображение с выпуклы-
ми компактными значениями, u — управляющее воздействие, задавае-
мое абстрактным оператором u ← p(t, x)δt, сопоставляющим каждому
текущему моменту времени t и состоянию объекта x импульс p(t, x)δt,
вектор-функция p(t, x) — интенсивность импульса, δt — дельта-функция
Дирака, сосредоточенная в момент времени t. Будем называть ее “бе-
гущим импульсом”, а выражение p(t, x)δt — позиционным импульсным
управлением. Мы задаем разбиение h : t0 < t1 < . . . < tN = t0 + T

отрезка I, полагаем, что импульсные воздействия происходят только в
точках разбиения, и получаем ломаные Эйлера xh(·), по определению
совпадающие на промежутках (tk, tk+1] с решениями задач Коши{

ẋ ∈ F (t, x),

x(tk) = xh(tk) + p
(
tk, x

h(tk)
)
, k = 0, N − 1.

Рассматривается случай, когда в результате действия корректи-
рующего импульса в момент времени tk предельная справа точка(
tk, x(tk + 0)

)
интегральной кривой, соответствующей ломаной Эйлера,

оказывается на многообразии S = {(t, x) ∈ Rn+1 : σj(t, x) = 0, j = 1,m},
где m 6 n. Тогда множество ломаных Эйлера называется импульсно-
скользящим режимом, а траектории r(·), предельные для равномерно
сходящихся на промежутке (t0, θ] последовательностей ломаных Эйле-
ра — идеальными (предельными) импульсно-скользящим режимами. Ис-
следуются общие свойства импульсно-скользящих режимов и вопрос об
уравнении, которому они удовлетворяют.

1.3 Общие свойства импульсно-скользящих режи-

мов

На отрезке числовой прямой I = [t0, t0 + T ] ⊂ R зададим некото-
рое разбиение h : t0 < t1 < . . . < tN = t0 + T и через d(h) обозначим
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максимальное расстояние между двумя соседними узлами этого раз-
биения. Пусть p : I × Rn → Rn — некоторая непрерывная функция и
xh : I → Rn — функция, удовлетворяющая следующим условиям:

(X1) xh(t) абсолютно непрерывна на каждом промежутке (tk, tk+1];
(X2) xh(t0) = x0, xh(tk + 0) = xh(tk) + p

(
tk, x

h(tk)
)
, k = 0, N − 1.

Множество всех разбиений h отрезка I обозначим через H. После-
довательность функций {xhi(·)}, hi ∈ H, назовем конфинальной, если
d(hi)→ 0 при i→∞.

Из (X1) и (X2) следует, что имеет место следующее равенство:

xh(t) = x0 +

t∫
t0

ẋh(λ)dλ+

mt∑
k=0

p
(
tk, x

h(tk)
)

(1.3.1)

для всех t ∈ J = (t0, t0 + T ], где ẋh(t) — производная функции xh(t),
определенная почти всюду на I, mt — номер узла разбиения h, ближай-
шего слева к точке t ∈ J и не совпадающего с t, mt0 = 0. Из (1.3.1)
вытекает, что при условии t0 < τ < t 6 t0 + T выполняется

xh(t)− xh(τ) =

t∫
τ

ẋh(λ)dλ+

mt∑
k=mτ+1

p
(
tk, x

h(tk)
)
. (1.3.2)

В случае, когда промежуток [τ, t) не содержит узлов разбиения, сумма
в правой части (1.3.2) равна 0.

Лемма 1.3.1. Пусть функции p(t, x) и xh(t) удовлетворяют следую-
щим условиям:

‖p(τ, y)− p(t, x)‖ 6 L
(
|τ − t|+ ‖y − x‖

)
(1.3.3)

для всех (t, x), (τ, y) ∈ I ×Rn;

‖ẋh(t)‖ 6 C(t)
(
1 + ‖xh(t)‖

)
(1.3.4)
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для почти всех t ∈ I и всех разбиений h ∈ H, где C(t) — суммируемая
по Лебегу функция;

p
(
tk, x

h(tk + 0)
)

= 0 (1.3.5)

для всех k = 0, N − 1 и всех разбиений h ∈ H. Тогда существует кон-
станта M такая, что для всех разбиений h ∈ H и всех t ∈ I выполня-
ется

‖xh(t)‖ 6M. (1.3.6)

Доказательство. Для всех t ∈ [t0, t1] из неравенства (1.3.4) получаем

‖xh(t)‖ 6 a+

t∫
t0

C(λ)‖xh(λ)‖dλ, (1.3.7)

где a = ‖x0‖ + ‖p(t0, x0)‖ +
t1∫
t0

C(λ)dλ. Оценим значение функции

p
(
t, xh(t)

)
для произвольного узла разбиения tk 6= t0. Из условий (1.3.5)

и (1.3.3) вытекает:

‖p
(
tk, x

h(tk)
)
‖ = ‖p

(
tk, x

h(tk)
)
− p
(
tk−1, x

h(tk−1 + 0)
)
‖ 6

6 L
(
(tk − tk−1) + ‖xh(tk)− xh(tk−1 + 0)‖

)
.

Тогда с учетом (1.3.4) получаем следующую оценку:

‖p
(
tk, x

h(tk)
)
‖ 6 L

(
(tk − tk−1) +

tk∫
tk−1

‖ẋh(λ)‖dλ
)
6

6 L
(

(tk − tk−1) +

tk∫
tk−1

C(λ)
(
1 + ‖xh(λ)‖

)
dλ
)
. (1.3.8)
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Воспользовавшись представлением (1.3.1) и неравенствами (1.3.8),
(1.3.4), получаем

‖xh(t)‖ 6 ‖x0‖+ ‖p(t0, x0)‖+

t∫
t0

‖ẋh(λ)‖dλ+

mt∑
k=1

‖p
(
tk, x

h(tk)
)
‖ 6

6 ‖x0‖+ ‖p(t0, x0)‖+

t∫
t0

C(λ)
(
1 + ‖xh(λ)‖

)
dλ+

+L

mt∑
k=1

(
(tk−tk−1)+

tk∫
tk−1

C(λ)
(
1+‖xh(λ)‖

)
dλ
)
6 b+(1+L)

t∫
t0

C(λ)‖xh(λ)‖dλ

для любого t ∈ (t1, t1 + T ], где b = ‖x0‖ + ‖p(t0, x0)‖ + LT + (1 +

L)
t0+T∫
t0

C(λ)dλ. Объединяя последнее неравенство и неравенство (1.3.7) и

используя теорему 1.1 из [65, с. 37], получаем оценку (1.3.6) с константой

M = be

t0+T∫
t0

C(λ)dλ

.
Лемма доказана.

Лемма 1.3.2. Пусть выполняются все условия леммы 1.3.1. Тогда из
любой конфинальной последовательности функций {xhi(t)} можно вы-
делить подпоследовательность, равномерно на отрезке I сходящуюся
к некоторой абсолютно непрерывной на промежутке J = (t0, t0 + T ]

функции, и любой равномерный на промежутке J предел r(t) конфи-
нальной последовательности функций удовлетворяет условиям

p
(
t, r(t)

)
= 0, r(t0 + 0) = x0 + p(t0, x0). (1.3.9)

Замечание 1.3.1. Доказательство этой леммы опирается на обобще-
ние теоремы Арцела, которое установлено в лемме из [55, с. 309]1. От-

1Лемма [55, с. 309]. Пусть на отрезке a 6 t 6 b задана последовательность точек t1, t2,. . . и
бесконечное множество n-мерных вектор-функций, модули которых ограничены одним и тем же
числом c. Пусть для любого ε > 0 существуют такиеm(ε) и δ(ε) > 0, что на каждом интервале длины
меньше δ(ε), не содержащем точек t1, t2, . . . , tm(ε), колебание каждой из данных функций меньше ε.
Тогда из данного множества функций можно выбрать последовательность, равномерно сходящуюся
к вектор-функции, непрерывной при t 6= t1, t2, . . . и могущей иметь разрывы только первого рода при
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метим, что в работах [18], [21] доказательство теоремы 1 о выделе-
нии из конфинальной последовательности равномерно сходящейся под-
последовательности ссылается на это обобщение без каких-либо необ-
ходимых выкладок. Представленное ниже доказательство леммы 1.3.2
содержит проверку условий применимости леммы из [55, с. 309].

Доказательство. Пусть τ, t — произвольные моменты времени, такие,

что t0 < τ < t 6 t0 + T и A(t) =
t∫
t0

C(λ)dλ. Из (1.3.4) и (1.3.2) вытекает:

‖xhi(t)− xhi(τ)‖ 6
t∫

τ

C(λ)
(
1 + ‖xhi(λ)‖

)
dλ+

mt∑
k=mτ+1

‖p
(
tk, x

hi(tk)
)
‖.

Тогда в силу оценок (1.3.8) и (1.3.6) получаем

‖xhi(t)− xhi(τ)‖ 6

6 (1+M)
(
A(t)−A(τ)

)
+L

mt∑
k=mτ+1

(
(tk−tk−1)+

tk∫
tk−1

C(λ)
(
1+‖xh(λ)‖

)
dλ
)
6

6 (1+L)(1+M)
(
A(t)−A(τ)

)
+L(t−τ)+L(τ−tτ,hi)+L(1+M)

(
A(τ)−A(tτ,hi)

)
6

6 K
(
A(t)− A(τ)

)
+ L(t− τ) +R(t, tτ,hi), (1.3.10)

гдеK = (1+L)(1+M), R(τ, tτ,hi) = L(τ−tτ,hi)+L(1+M)
(
A(τ)−A(tτ,hi)

)
,

tτ,hi — ближайший слева к точке τ узел разбиения hi. В случае отсутствия
узлов разбиения hi на промежутке [τ, t) имеет место оценка

‖xhi(t)− xhi(τ)‖ 6
(
A(t)− A(τ)

)
(1 +M). (1.3.11)

Зафиксируем произвольное ε > 0. Тогда в силу абсолютной непре-
рывности функции A(t) существует такое δ(ε) > 0, что для любых
τ, t ∈ J , удовлетворяющих неравенству |t − τ | < δ(ε), выполняется
K
(
A(t) − A(τ)

)
+ L(t − τ) < ε/2. Так как τ − tτ,hi 6 d(hi), то с учетом

конфинальности последовательности {xhi(·)} и абсолютной непрерывно-

t = t1, t2, . . . ; величина разрыва в точках tm, m > m(ε) не превосходит ε (безразлично, определены
или нет данные функции в точках tm).
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сти функции A(t) заключаем: существует такое натуральное k(ε), что
для любого натурального i > k(ε) и для любого t ∈ J имеет место нера-
венство R(τ, tτ,hi) < ε/2. Таким образом из (1.3.10) вытекает, что при
условии i > k(ε) выполняется оценка

‖xhi(t)− xhi(τ)‖ < ε

для любых τ, t ∈ J , удовлетворяющих неравенству |t− τ | < δ(ε).
Через h̃ = {tj} обозначим последовательность, содержащую сово-

купность всех узлов разбиений hi, i ∈ N, занумерованную в произволь-
ном порядке. Так как множество функций {xhi(·) : i ∈ N, i < k(ε)}
из конфинальной последовательности {xhi(·)} конечно, то конечно и
множество G(ε) всех узлов разбиений отрезка I для этих функций,
при этом t0 ∈ G(ε). Тогда существует такое натуральное m(ε) > 0,
что G(ε) ⊂ {tj ∈ h̃ : j = 1,m(ε)}. Колебание произвольной функции
xhi(t), i < k(ε), на интервале длины меньше δ(ε), не содержащем точек
t1, . . . , tm(ε) ∈ h̃, определяется оценкой (1.3.11) и не превосходит ε.

Объединяя вышесказанное, заключаем, что колебание любой функ-
ции xh(·) ∈ {xhi(·)} на любом интервале длины меньше δ(ε), не содержа-
щем точек t1, . . . , tm(ε) ∈ h̃, не превосходит ε. Это означает выполнение
условий леммы (см. [55, с. 309]). Следовательно, существует подпосле-
довательность {xhi′(·)} ⊂ {xhi(·)} функций, равномерно сходящаяся к
некоторой функции r(t).

Для того, чтобы показать абсолютную непрерывность функции r(t),
перейдем к пределу при i′ → +∞ в неравенстве (1.3.10). В резуль-
тате получим ‖r(t) − r(τ)‖ 6 K

(
A(t) − A(τ)

)
+ L(t − τ) для любых

t0 < τ < t 6 t0 + T . Из последнего неравенства, с учетом абсолют-
ной непрерывности функции A(t), вытекает абсолютная непрерывность
функции r(t) на промежутке J .

Покажем выполнение равенств (1.3.9) для функции r(t), которая яв-
ляется равномерным на J пределом конфинальной последовательности
функций xhi(t). С учетом (1.3.5) и (1.3.3) и обозначая через tmt,hi ближай-
ший слева к моменту времени t узел разбиения hi, не совпадающий с t,
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имеем:

‖p
(
t, r(t)

)
‖ 6 ‖p

(
t, r(t)

)
− p
(
t, xhi(t)

)
+ p
(
t, xhi(t)

)
‖ 6

6 ‖p
(
t, r(t)

)
− p
(
t, xhi(t)

)
‖+ ‖p

(
tmt,hi, x

hi(tmt,hi + 0)
)
− p
(
t, xhi(t)

)
‖ 6

6 L
[
‖r(t)− xhi(t)‖+ (t− tmt,hi) + ‖xhi(tmt,hi + 0)− xhi(t)‖

]
6

6 L
[
‖r(t)− xhi(t)‖+ (t− tmt,hi) + (1 +M)

(
A(t)− A(tmt,hi)

)]
. (1.3.12)

В силу равномерной сходимости последовательности {xhi(·)} на проме-
жутке J правая часть неравенства (1.3.12) при i → +∞ стремится к
нулю, и тем самым первое равенство в (1.3.9) установлено. Второе равен-
ство вытекает из равномерной сходимости последовательности {xhi(·)} и
условия (X2) при k = 0.

Лемма доказана.

Доказательство лемм 1.3.1 и 1.3.2 следует схемам доказательств лемм
1.1, 1.2 и теоремы 1 из [18], но при этом не предполагается, что функции
xh(t) являются ломаными Эйлера для какой-либо системы с позицион-
ным импульсным управлением. Таким образом, утверждения лемм 1.3.1
и 1.3.2 являются общими свойствами импульсно-скользящих режимов.

1.4 Скользящие режимы дифференциальных вклю-

чений с разрывными нелинейностями

Рассмотрим управляемую систему

ẋ ∈ F (t, x) + u, (1.4.1)

где u — управляющее воздействие, F : R1 × Rn → Rn — многозначное
отображение с выпуклыми компактными значениями, удовлетворяющее
условиям (B1)–(B3).

Поставим задачу поиска управления u, при которых оно реализует
движение по множеству S = {(t, x) ∈ Rn+1 : σi(t, x) = 0, i = 1,m},
m 6 n, где σi(t, x) — непрерывно дифференцируемые функции. Введем
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обозначения: σt(t, x) — вектор-функция, каждая i-я координата которой
является частной производной σi(t, x) по t; σx(t, x) —m×n матрица Яко-
би, каждая i-я строчка которой представляет собой градиент функции
σi(t, x) по переменной x. Будем искать управление в форме

u = B(t, x)ũ,

где ũ = (ũ1, . . . , ũm), B(t, x) — некоторая непрерывная n×m матричная
функция, удовлетворяющая равенству

σx(t, x)B(t, x) = −Em (1.4.2)

для любой точки (t, x) ∈ S, Em — единичная m×m матрица.
Для любых (t, x) /∈ Si = {(t, x) ∈ Rn+1 : σi(t, x) = 0} определим

функции
ũi(t, x) = Hi(t, x) sgnσi(t, x), (1.4.3)

где Hi(t, x) > 0 — некоторые непрерывные функции, i = 1,m.
Полагая ũ(t, x) =

(
ũ1(t, x), . . . , ũm(t, x)

)
, приходим к дифференци-

альному включению (1.4.1) с разрывной нелинейностью в правой части,
которое запишется в виде:

ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ(t, x). (1.4.4)

Пусть Ũi(t, x) — отрезок, концами которого являются предельные
значения функций ũi(t, x) в каждой точке (t, x), i = 1,m. В точках непре-
рывности функции ũi(t, x) множество Ũi(t, x) состоит из одной точки —
значения этой функции. Через Ũ(t, x) ⊂ Rm обозначим множество векто-
ров (ũ1, . . . , ũm), когда ũi независимо друг от друга пробегают множества
Ũi(t, x).

Под решением задачи (1.4.4), определенном на отрезке I = [t0, t0 +T ],
будем понимать решение дифференциального включения

ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)Ũ(t, x), (1.4.5)
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т. е. абсолютно непрерывную функцию x(t), удовлетворяющую (1.4.5)
почти всюду на I.

Включение (1.4.5) может быть представлено в виде управляемой си-
стемы {

ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ,

ũ ∈ Ũ(t, x).
(1.4.6)

Решением для задачи (1.4.6), определенным на отрезке I = [t0, t0 +

T ], называется пара
(
x(t), ũ(t)

)
, состоящая из абсолютно непрерывной

функции x(t) (траектории) и измеримой функции ũ(t) (управления), удо-
влетворяющих включениям (1.4.6) почти всюду на I.

Теорема 1.4.1. Пусть для многозначного отображения F (t, x) с
выпуклыми компактными значениями выполняются предположения
(B1)–(B3), функции σi(t, x), i = 1,m, m 6 n являются непрерывно
дифференцируемыми, матрица B(t, x) и функции Hi(t, x) непрерывны.
Тогда:

1. Для любых начальных условий x(t0) = x0 существует локаль-
ное решение включения (1.4.5), определенное на некотором отрезке
I = [t0, t0 + T ].

2. Для любого решения x(t) включения (1.4.5) найдется измеримая
функция ũ(t), такая, что пара

(
x(t), ũ(t)

)
будет решением управляемой

системы (1.4.6).

Доказательство. Докажем утверждение 1. Обозначим

F̃ (t, x) = F (t, x) +B(t, x)Ũ(t, x).

Так как в каждой фиксированной точке (t, x) множество Ũ(t, x) ⊂ Rm

выпуклое и компактное, B(t, x) — линейный непрерывный оператор, дей-
ствующий из Rm в Rn, то множество U(t, x) = B(t, x)Ũ(t, x) также вы-
пуклое и компактное. Тогда и множество F̃ (t, x) выпуклое и компактное,
как сумма двух выпуклых и компактных множеств.

Ниже при доказательстве свойств (B’1)–(B’3) без оговорок исполь-
зуются некоторые хорошо известные свойства полунепрерывных сверху
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и измеримых многозначных отображений с компактными значениями,
которые можно найти, например, в [8, гл. 1].

(B’1) Будучи полунепрерывным сверху по переменной t, многознач-
ное отображение t → U(t, x) измеримо при каждом фиксированном x.
Тогда из условия (B1) для F (t, x) вытекает, что многозначное отображе-
ние t → F̃ (t, x) также измеримо, как алгебраическая сумма двух изме-
римых отображений, и поэтому имеет измеримый селектор при каждом
фиксированном x.

(B’2) В силу непрерывности функцийHi(t, x), i = 1,m, и непрерывно-
сти матрицы B(t, x) многозначное отображение U(t, x) имеет замкнутый
график и локально ограничено в окрестности каждой точки (t, x). То-
гда многозначное отображение U(t, x) полунепрерывно сверху в каждой
точке (t, x) по совокупности аргументов. Из условия (B2) для F (t, x) вы-
текает, что многозначное отображение F̃ (t, x) полунепрерывно сверху по
переменной x при почти каждом фиксированном t, как алгебраическая
сумма двух полунепрерывных сверху многозначных отображений.

(B’3) Из полунепрерывности сверху многозначного отображения
U(t, x) вытекает, что оно ограничено на любом компактном подмноже-
стве пространства Rn+1. Тогда из условия (B3) для F (t, x) вытекает, что
для любой ограниченной области Ω ⊂ Rn+1 существует суммируемая
по Лебегу функция ϕ(t), такая, что для всех (t, x) ∈ Ω и v ∈ F̃ (t, x)

выполняется неравенство ‖v‖ 6 ϕ(t). (Это свойство будем называть ин-
тегральной ограниченностью многозначного отображения F̃ (t, x).)

Из установленных выше свойств (B’1)–(B’3) многозначного отобра-
жения F̃ (t, x) вытекает (см. [8, теорема 3.2.4]), что для любых началь-
ных данных (t0, x0) существует локальное решение x(t), x(t0) = x0, диф-
ференциального включения (1.4.5), определенное на некотором отрезке
I = [t0, t0 + T ].

Докажем утверждение 2. Пусть x(t) — решение включения (1.4.5),
определенное на I. Тогда для почти всех t ∈ I выполняется вклю-
чение ẋ(t) ∈ F

(
t, x(t)

)
+ U

(
t, x(t)

)
. Из леммы Филиппова о неявной

функции (см. [8, теорема 1.5.15 ]) вытекает, что существует измеримая
функция g(t) ∈ U

(
t, x(t)

)
, такая, что ẋ(t) ∈ F

(
t, x(t)

)
+ g(t) для по-
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чти всех t ∈ I. Еще раз воспользовавшись леммой Филиппова, заклю-
чаем, что существует измеримая функция ũ(t) ∈ Ũ

(
t, x(t)

)
, такая, что

g(t) = B
(
t, x(t)

)
ũ(t) для почти всех t ∈ I. Тогда пара

(
x(t), ũ(t)

)
—

решение управляемой системы (1.4.6), и утверждение 2 доказано.
Теорема доказана.

С учетом второго включения из (1.4.6) из теоремы 1.4.1 вытекает,
что управляемая система (1.4.6) и дифференциальное включение (1.4.5)
эквивалентны в том смысле, что любая траектория из пары

(
x(t), ũ(t)

)
является решением включения (1.4.5), и любое решение этого включения
является траекторией системы (1.4.6).

Условия существования решения включения (1.4.4), удовлетворяю-
щего условию

(
t, x(t)

)
∈ S, t ∈ [t0, t0 + T ], и управлений, на которых

оно реализуется, будем искать, используя схему метода эквивалентного
управления (см. [56, с. 44]). Такие решения будем называть скользящи-
ми режимами для включения (1.4.4). Вначале рассмотрим необходимые
условия.

Для каждых (t, x) ∈ S обозначим:

Ũ eq(t, x) = σt(t, x) + σx(t, x)F (t, x),

Ũ ∗eq(t, x) = Ũ eq(t, x) ∩ Ũ(t, x).

Элементы ũ∗eq(t, x) множества Ũ ∗eq(t, x) будем называть эквивалентны-
ми управлениями, а отображение (t, x) → Ũ ∗eq(t, x) — многозначным
эквивалентным управлением.

Теорема 1.4.2. Пусть выполняются все условия теоремы 1.4.1, и
x(t) — скользящий режим включения (1.4.4), определенный на отрезке
I = [t0, t0 + T ]. Тогда

Ũ ∗eq
(
t, x(t)

)
6= ∅ (1.4.7)

для почти всех t ∈ I, и функция x(t) является траекторией управляе-
мой системы {

ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ,

ũ ∈ Ũ ∗eq(t, x).
(1.4.8)
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Доказательство. Так как функция x(t) является решением включения
(1.4.5), то в соответствии с теоремой 1.4.1 существует измеримая функ-
ция ũ(t) ∈ Ũ

(
t, x(t)

)
, такая, что для почти всех t ∈ I выполняется вклю-

чение ẋ(t) ∈ F
(
t, x(t)

)
+ B

(
t, x(t)

)
ũ(t). Тогда из условия x(t) ∈ S для

всех t ∈ I получаем

0 = σt
(
t, x(t)

)
+ σx

(
t, x(t)

)
ẋ(t) ∈ σt

(
t, x(t)

)
+ σx

(
t, x(t)

)
F
(
t, x(t)

)
− ũ(t).

(1.4.9)
Из (1.4.9) вытекает, что ũ(t) ∈ Ũ eq

(
t, x(t)

)
для почти всех t ∈ I.

Следовательно, выполняется условие (1.4.7), и ũ(t) ∈ Ũ ∗eq
(
t, x(t)

)
для

почти всех t ∈ I. Таким образом, пара
(
x(t), ũ(t)

)
является решением

управляемой системы (1.4.8). Теорема доказана.

Из теоремы 1.4.2 вытекает, что любой скользящий режим включения
(1.4.4) является траекторией x(t) решения

(
x(t), ũ(t)

)
системы (1.4.8),

реализованной на эквивалентном управлении, для которого ũ(t) =

ũ∗eq
(
t, x(t)

)
∈ Ũ ∗eq

(
t, x(t)

)
. Отметим также, что при условии однознач-

ности функции F (t, x) = {f(t, x)} условие (1.4.7) равносильно неравен-
ствам∣∣σit(t, x(t)

)
+ 〈∇xσ

i
(
t, x(t)

)
, f
(
t, x(t)

)
〉
∣∣ 6 Hi

(
t, x(t)

)
, i = 1,m,

и эквивалентные управления ũeq(t, x) на множестве S однозначно опре-
деляются равенствами

ũeqi (t, x) = σit(t, x) + 〈∇xσ
i(t, x), f(t, x)〉, i = 1,m.

Это согласуется с методом эквивалентного управления для дифферен-
циальных уравнений с разрывными позиционными управлениями.

Достаточные условия существования скользящих режимов и устой-
чивости множества S исследуем при помощи функции

V (t, x) =
1

2
〈σ(t, x), σ(t, x)〉. (1.4.10)

Для любого δ > 0 обозначимWδ(t, x) = {(t′, x′) : ‖x′−x‖ < δ, |t−t′| < δ}.
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Теорема 1.4.3. Пусть выполняются все условия теоремы 1.4.1, и на
множестве S выполняется равенство (1.4.2). Предположим, что для
каждой точки (t, x) ∈ S существует ε > 0 и окрестность Wδ(t, x)

этой точки, такая, что для всех (t′, x′) ∈ Wδ(t, x) и для всех индексов
i = 1,m выполняется неравенство:

max
w∈F (t′,x′)

|σit(t, x) + 〈∇xσ
i(t, x), w〉| < Hi(t, x)− ε. (1.4.11)

Тогда справедливы следующие утверждения:
1. Для любого решения x(t) дифференциального включения (1.4.4) с

начальными данными (t0, x0) ∈ S выполняется
(
t, x(t)

)
∈ S для всех

точек t > t0, в которых это решение существует.
2. Для любых точек (t, x) ∈ S выполняется

Ũ ∗eq(t, x) = Ũ eq(t, x) ⊂ int Ũ(t, x), (1.4.12)

где символ int означает внутренность множества.
3. Для любых начальных данных (t0, x0) ∈ S существует скользя-

щий режим включения (1.4.4), определенный (как решение включения
(1.4.4)) на правом максимальном промежутке существования, и лю-
бое решение x(t) с начальными данными (t0, x0) ∈ S является скользя-
щим режимом тогда и только тогда, когда оно является траекторией
управляемой системы (1.4.8) с теми же самыми начальными данными.

4. Множество S является устойчивым в следующем смысле: для
любых (t0, x0) ∈ S и τ > 0 существует δ > 0 такое, что при условиях
‖x0 − x̃0‖ < δ и |t0 − t̃0| < δ для любого решения дифференциально-
го включения (1.4.4) с начальным условием x(t̃0) = x̃0 выполняется(
t, x(t)

)
∈ S для всех точек t > t0 + τ , в которых это решение суще-

ствует.

Доказательство. Докажем утверждение 1. Пусть x(t) — решение вклю-
чения (1.4.4) с начальной точкой (t0, x0) ∈ S, определенное на пра-
вом максимальном промежутке существования [t0, ω). Обозначим через
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β = sup{t′ ∈ [t0, ω) :
(
t, x(t)

)
∈ S,∀t ∈ [t0, t

′]} и предположим, что β < ω.
Тогда

(
β, x(β)

)
∈ S.

Введем обозначениеA(t, x) = σx(t, x)B(t, x)+Em. Элементы матрицы
A(t, x) являются непрерывными функциями в силу непрерывности мат-
риц σx(t, x) и B(t, x) и, с учетом (1.4.2), принимают нулевые значения
на множестве S. Следовательно, вектор-функция α(t, x) = A(t, x)ũ(t, x)

— бесконечно малая в каждой точки (t, x) ∈ S.
Производная функции, определенной равенством (1.4.10), на решении

x(t) запишется в виде:

V̇
(
t, x(t)

)
= 〈σ

(
t, x(t)

)
, σt
(
t, x(t)

)
+ σx

(
t, x(t)

)
ẋ(t)〉

и, следовательно, является измеримой функцией. Учитывая равенство
(1.4.2), получаем выражение для V̇ = V̇

(
t, x(t)

)
V̇ =

m∑
i=1

σi
[
σit + 〈∇xσ

i, f(t)〉+ αi −Hi sgn σi
]

=

=
m∑
i=1

|σi|
[

sgn σi
(
σit + 〈∇xσ

i, f(t)〉+ αi
)
−Hi

]
, (1.4.13)

где αi — компоненты вектор-функции α, и f(t) ∈ F
(
t, x(t)

)
— некото-

рая функция, существование которой вытекает из того, что производная
ẋ(t) удовлетворяет включению (1.4.5). Из бесконечной малости функций
αi(t, x) и неравенств (1.4.11) вытекает, что для каждой точки (t, x) ∈ S
существует ε > 0 и окрестность Wδ(t, x) этой точки, такие, что выпол-
няются неравенства:

|σit + 〈∇xσ
i, w〉+ αi| < Hi − ε, i = 1,m. (1.4.14)

для всех точек (t′, x′) ∈ Wδ(t, x) и для всех w ∈ F (t′, x′).
Из определения числа β вытекает, что

(
β, x(β)

)
∈ S, и поэтому в

неравенстве (1.4.14) можно положить t = β и x = x(β). Тогда из (1.4.13)
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и (1.4.14) получаем, что найдется точка β1 ∈ (β, ω) такая, что

V̇
(
t, x(t)

)
< −ε

√
V
(
t, x(t)

)
(1.4.15)

для почти всех t ∈ [β, β1]. Следовательно, функция V
(
t, x(t)

)
невозрас-

тающая, а так как V
(
β, x(β)

)
= 0, то V

(
t, x(t)

)
= 0 для всех t ∈ [β, β1].

Отсюда вытекает, что
(
t, x(t)

)
∈ S для всех t ∈ [t0, β1], что противо-

речит определению числа β. Полученное противоречие показывает, что(
t, x(t)

)
∈ S для всех t ∈ [t0, ω). Утверждение 1 теоремы доказано.

Утверждение 2 вытекает из неравенства (1.4.11) и определений мно-
жеств Ũ ∗eq(t, x), Ũ eq(t, x).

Докажем утверждение 3. Существование скользящего режима на
правом максимальном промежутке существования следует из теоре-
мы 1.4.1 и доказанного выше утверждения 1. Пусть теперь x(t) — реше-
ние включения (1.4.4) с начальными данными (t0, x0) ∈ S, являющееся
скользящим режимом. Тогда в силу теоремы 1.4.2 оно является траек-
торий управляемой системы (1.4.8). Обратно, если x(t) — траектория
системы (1.4.8) с начальными данными (t0, x0) ∈ S, то в силу (1.4.12) и
теоремы 1.4.1 заключаем, что x(t) — решение включения (1.4.4), а в силу
утверждений данной теоремы оно является скользящим режимом.

Докажем утверждение 4. Пусть точка (t0, x0) ∈ S и число τ > 0

произвольны. Так как V (t0, x0) = 0 и функция V (t, x) непрерывна, то
выберем число 0 < δ1 < τ/2 настолько малым, чтобы выполнялось нера-
венство (1.4.14) и √

V (t, x) < 2ετ (1.4.16)

для всех (t, x) ∈ Wδ1(t0, x0).
Используя свойство интегральной ограниченности правой части диф-

ференциального включения (1.4.5), выберем число 0 < δ2 < δ1 так, что-
бы для любых (t̃0, x̃0) ∈ Wδ2(t0, x0) и для любого решения x(t) с на-
чальными условиями (t̃0, x̃0) выполнялось

(
t, x(t)

)
∈ Wδ1(t0, x0) для всех

t ∈ [t̃0, t̃0 + δ2]. Тогда из (1.4.13) и (1.4.14) получаем, что для этого реше-
ния выполняется неравенство (1.4.15) для почти всех t ∈ [t̃0, t̃0+δ2]. Если(
t̃0, x̃0

)
/∈ S, то для ν < δ2, такого, что (t, x(t)) /∈ S для всех t ∈ [t̃0, t̃0+ν],
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из (1.4.15) вытекает√
V
(
t, x(t)

)
<

√
V (t̃0, x̃0)− 2ε(t− t̃0) (1.4.17)

для всех t ∈ [t̃0, t̃0 + ν]. Тогда из неравенств (1.4.16) и (1.4.17) вытекает,
что V

(
t̃0 + ν1, x(t̃0 + ν1)

)
= 0 для некоторого 0 < ν1 6 δ2. Учитывая

выбор чисел δ1 и δ2, заключаем, что t̃0 +ν1 < t0 + τ . Теперь утверждение
4 вытекает из утверждения 1 данной теоремы, примененного к решению
с начальными данными t0 = t̃0 + ν1, x0 = x(t̃0 + ν1).

Теорема доказана.

1.5 Импульсно-скользящие режимы дифференци-

альных включений

Будем рассматривать дифференциальное включение (1.4.1) в пред-
положении, что u — управляющее воздействие, которое каждому теку-
щему моменту времени t и состоянию x объекта ставит в соответствие
импульс p(t, x)δt, где δt — функция Дирака, сосредоточенная в момен-
те времени t, p(t, x) — интенсивность импульса. Как уже отмечалось во
введении, такие воздействия на систему называются позиционным им-
пульсным управлением, которое “срабатывает” только в узлах разбиения
h : t0 < t1 < . . . < tN = t0 + T отрезка I = [t0, t0 + T ].

В результате таких воздействий на решения включения ẋ ∈ F (t, x)

возникают ломаные Эйлера xh(t), которые применительно к нашей си-
туации на каждом промежутке (tk, tk+1] совпадают с решениями задач
Коши для дифференциального включения{

ẋ ∈ F (t, x),

x(tk) = xh(tk) + p
(
tk, x

h(tk)
)
, k = 0, N − 1,

(1.5.1)

где xh(t0) = x0. Так как xh(tk + 0) = xh(tk) + p
(
tk, x

h(tk)
)
, k = 0, N − 1,

то функции xh(t) удовлетворяют условиям (X1), (X2). Мы рассматри-
ваем такие управления, которые после каждого корректирующего им-
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пульса приводят систему на некоторое многообразие S = {(t, x) ∈
I × Rn : σi(t, x) = 0, i = 1,m}, m 6 n. Для этой цели, как и в [18],
мы предполагаем, что функция p(t, x) удовлетворяет следующим усло-
виям:

σ
(
t, x+ p(t, x)

)
= 0,

p(t, x) = 0⇐⇒ σ(t, x) = 0.
(1.5.2)

Совокупность всех ломаных Эйлера называется импульсно-скользящим
режимом. Функция r(t), являющаяся равномерным на промежутке
(t0, t0+T ] пределом r(t) последовательности ломаных Эйлера при d(h)→
0 и доопределенная в точке t0 равенством r(t0) = r(t0 + 0), называется
идеальным (или предельным) импульсно-скользящим режимом. Поста-
вим целью показать, что идеальный импульсно-скользящий режим для
включения (1.4.1) является обычным скользящим режимом для включе-
ния (1.4.8) с начальным условием r(t0) = x0 + p(t0, x0).

Определим величину импульсного воздействия следующим образом

p(t, x) = B(t, x)σ(t, x). (1.5.3)

В этом разделе всюду предполагаем, что B(t, x) — непрерывная матрич-
ная функция размерности n×m, и σ(t, x) — непрерывно дифференциру-
емая векторная функция c матрицей Якоби σx(t, x), имеющей ранг, рав-
ный m для всех (t, x) ∈ S. При этих предположениях из условий (1.5.2),
(1.5.3) вытекает, что выполняется равенство (1.4.2) (см. [18, лемма 2.2]).

Сделаем ряд построений. Пусть xh(t) — ломаная Эйлера включения
(1.4.1), соответствующая некоторому разбиению h отрезка I точками
t0 < t1 < · · · < tN = t0 + T . Обозначим

Qh(t) =

{
0, t ∈ [t0, t1],

B
(
tk, x

h(tk)
)
, t ∈ (tk, tk+1], k = 1, N − 1;

ph(t) =

 0, t ∈ [t0, t1],
mt∑
i=1

p
(
ti, x

h(ti)
)
, t ∈ (t1, t0 + T ],

(1.5.4)
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где mt — индекс узла разбиения h, ближайшего к точке t слева и не
совпадающего с t.

Лемма 1.5.1. Пусть для многозначного отображения F (t, x) с вы-
пуклыми компактными значениями выполняются условия (B1)–(B3),
и для функции p(t, x), определенной равенством (1.5.3), выполняют-
ся условия (1.5.2) и неравенство (1.3.3). Тогда из любой конфинальной
последовательности ломаных Эйлера {xhi(·)} включения (1.4.1) мож-
но выделить подпоследовательность, равномерно на промежутке J

сходящуюся к идеальному импульсно-скользящему режиму r(t) так,
что соответствующая подпоследовательность из последовательно-
сти функций {phi(·)} будет равномерно на отрезке I сходиться к неко-
торой абсолютно непрерывной функции y(t), производная которой удо-
влетворяет для почти всех t ∈ I включению

ẏ(t) ∈ B
(
t, r(t)

)
Ũ eq
(
t, r(t)

)
, (1.5.5)

где Ũ eq(t, r) = σt(t, r) + σr(t, r)F (t, r).

Доказательство. Существование подпоследовательности из конфи-
нальной последовательности {xhi(·)}, равномерно на промежутке J схо-
дящейся к идеальному импульсно-скользящему режиму r(t), следует из
леммы 1.3.2. Чтобы не вводить новых обозначений, будем полагать, что
сама эта последовательность равномерно сходится. Обозначим zhi(t) =

σt
(
t, xhi(t)

)
+σx

(
t, xhi(t)

)
ẋhi(t) для всех t ∈ I. Так как σ̇

(
t, xhi(t)

)
= zhi(t)

для почти всех t ∈ (tk−1, tk], то справедливо равенство

σ
(
t, xhi(t)

)
− σ

(
tk−1, x

hi(tk−1 + 0)
)

=

t∫
tk−1

zhi(s)ds (1.5.6)

для всех t ∈ (tk−1, tk], k = 1, Ni, где ẋhi(t) ∈ F
(
t, xhi(t)

)
для почти всех

t ∈ (tk−1, tk].
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Из (1.5.6) и (1.5.4) вытекает, что

phi(t) =

t∫
t0

Qhi(s)zhi(s)ds−
t∫

tmthi

Qhi(s)zhi(s)ds (1.5.7)

для всех t ∈ [t0, t0 + T ]. В силу леммы 1.3.1 последовательность лома-
ных Эйлера xhi(t) ограничена. Тогда в силу непрерывности векторной
функции σt(t, x), матриц σx(t, x) и B(t, x) подинтегральные выражения
в (1.5.7) являются ограниченными. Тогда при d(hi)→ 0 второй интеграл
из (1.5.7) равномерно по t ∈ I стремится к нулю, а из последовательности
функций yhi(t), равных первым интегралам из (1.5.7), воспользовавшись
теоремой Арцела, можно выделить равномерно сходящуюся к некоторой
функции y(t) подпоследовательность. Без ограничения общности, будем
полагать, что сама последовательность этих функций сходится. При этом

ẏhi(t) = Qhi(t)zhi(t) ∈ Qhi(t)
(
σt
(
t, xhi(t)

)
+ σx

(
t, xhi(t)

)
F
(
t, xhi(t)

))
(1.5.8)

для почти всех t ∈ I. В силу теоремы 1.3 из [53, с. 16] имеем

ẏ(t) ∈
⋂
j>1

co
⋃
i>j

ẏhi(t) (1.5.9)

для почти всех t ∈ I. Так как tmthi → t, xhi(tmt
) → r(t) и Qhi(t) =

B
(
tmthi, x

h(tmthi)
)
, то Qhi(t)→ B

(
t, r(t)

)
в каждой точке t ∈ J . Тогда из

включений (1.5.9), (1.5.8) (учитывая выпуклость правой части (1.5.8)),
из сходимости xhi(t) к функции r(t), и полунепрерывности сверху мно-
гозначного отображения F (t, x) заключаем, что

ẏ(t) ∈ B
(
t, r(t)

)(
σt
(
t, r(t)

)
+ σx

(
t, r(t)

)
F
(
t, r(t)

))
для почти всех t ∈ I. Из равенства (1.5.7) вытекает, что предел последо-
вательности функций phi(t) равен y(t).

Лемма доказана.
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Теорема 1.5.1. Пусть выполняются все предположения леммы 1.5.1.
Тогда для включения (1.4.1) существует идеальный импульсно-
скользящий режим, и любой идеальный импульсно-скользящий режим
r(t) является траекторией управляемой системы{

ṙ ∈ F (t, r) +B(t, r)ũ,

ũ ∈ Ũ eq(t, r)

с начальным условием r(t0 + 0) = x0 + p(t0, x0).

Доказательство. Из (1.5.1), (1.5.2) и (1.5.3) вытекает, что для любой
конфинальной последовательности ломаных Эйлера выполняется усло-
вие (1.3.5), и существование идеального импульсно-скользящего режима
следует из леммы 1.3.2.

Пусть теперь r(t) — идеальный импульсно-скользящий режим, и
xhi(t) — конфинальная последовательность ломаных Эйлера, равномер-
но на отрезке J сходящаяся к r(t). В соответствии с равенством (1.3.1)
получаем

xhi(t) = x0 + p(t0, x0) + ghi(t) + phi(t), (1.5.10)

где ghi(t) =
t∫
t0

ẋhi(s)ds, а функция phi(t) определена равенством (1.5.4).

Из теоремы Арцела вытекает, что из последовательности {ghi(·)} можно
выделить равномерно сходящуюся на отрезке I к функции g(t) подпо-
следовательность. Из леммы 1.5.1 вытекает, что равномерно сходящуюся
подпоследовательность можно выделить из последовательности {phi(·)}
так, что предельная функция y(t) абсолютно непрерывна и удовлетворя-
ет включению (1.5.5). Не ограничивая общности рассуждений, полагаем,
что сами эти последовательности сходятся одновременно с последова-
тельностью ломаных Эйлера. Поскольку ġhi(t) ∈ F

(
t, xhi(t)

)
для почти

всех t ∈ I, то, воспользовавшись соотношением (1.5.9) применительно к
функциям ghi(t) так же, как в доказательстве леммы 1.5.1, заключаем,
что

ġ(t) ∈ F
(
t, r(t)

)
. (1.5.11)
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Переходя к пределу в равенстве (1.5.10), получаем

r(t) = r(t0) + g(t) + y(t).

Из включения (1.5.5) и леммы Филиппова о неявной функции вытекает,
что существует измеримая функция ũ(t) ∈ Ũ eq

(
t, r(t)

)
, такая, что

ẏ(t) = B
(
t, r(t)

)
ũ(t) (1.5.12)

для почти всех t ∈ I. Теперь утверждение теоремы следует из (1.5.11)–
(1.5.12).

Теорема доказана.

Теорема 1.5.1 обобщает теорему 2.1 из [18] на дифференциальные
включения.

Теорема 1.5.2. Пусть выполняются все предположения леммы 1.5.1
и, дополнительно, справедливы неравенства (1.4.11). Тогда любой иде-
альный импульсно-скользящий режим r(t) включения (1.4.1) с пози-
ционным импульсным управлением u ← p(t, x)δt является скользя-
щим режимом этого же включения с разрывным позиционным управ-
лением u = B(t, x)ũ(t, x), и траекторией управляемой системы (1.4.6)
при условии, что r(t0) = x0 + p(t0, x0), ũ(t, x) — функция, определен-
ная равенствами (1.4.3), и B(t, x) — матрица, фигурирующая в равен-
стве (1.5.3).

Теорема 1.5.2 является следствием теорем 1.4.3 и 1.5.1.

1.6 Линейный осцилятор с сухим трением

Задачи оптимального управления, которые приводят к понятию им-
пульсного синтеза, задаваемого оператором u ← p(t, x)δt, рассматри-
вались в [18, гл. 2], [21]. При этом идеальный импульсно-скользящий
режим совпадает с оптимальной траекторией, и позиционное импульс-
ное управление, реализованное как последовательность корректирую-
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щих импульсов для конфинальной последовательности ломаных Эйле-
ра, преследует цель получить движение управляемой системы (1.4.1)
по множеству S. В рамках предположений теоремы 1.5.2 идеальный
импульсно-скользящий режим включения (1.4.1) является скользящим
режимом этого же включения с разрывными позиционными управлени-
ями u(t, x) = B(t, x)ũ(t, x) и реализуется, как траектория включения
(1.4.8). В этой ситуации цель достигается на первом же импульсном воз-
действии величины p(t0, x0) из любого начального состояния x(t0) = x0.
В силу утверждения 4 из теоремы 1.4.3 допускаются малые отклонения
величины первого импульса.

Позиционное импульсное управление формирует последовательности
ломаных Эйлера для любой управляемой системы, которая обеспечивает
выполнение условий леммы 1.3.2. Разрывное управление (1.4.3) облада-
ет универсальностью в том смысле, что сохраняет свою структуру для
различных целевых множеств S, но его применимость для реализации
скользящих режимов имеет ограничения. Использование этих двух ти-
пов управлений рассмотрим на простом примере.

Рассматривается линейный осциллятор с сухим трением. Тело еди-
ничной массы, рассматриваемое как материальная точка, движется по
горизонтальной прямой Ox по действием упругой силы пружины c ко-
эффициентом упругости k и точкой ненапряженного состояния x = 0.
Предполагается, что на тело действует сила тяжести P = mg и сила
сухого трения Кулона F fr(ẋ) = −fP sgn ẋ при условии ẋ 6= 0; f — по-
стоянный коэффициент трения. Мы считаем, что при условии ẋ = 0 сила
трения может принимать любые значения из отрезка [−fP, fP ], и пола-
гаем F fr(0) = [−fP, fP ]. Это соответствует обычному доопределению
функции F fr(ẋ) по Филиппову. Цель управления — обеспечить экспо-
ненциальное движение системы в положение ẋ = 0, x = 0. Уравнение
движения системы запишем в виде:

ẍ ∈ −kx+ F fr + u, (1.6.1)

где u — некоторая управляющая сила.
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Поведение системы (1.6.1) при условии u = 0 легко анализируется
(см. [4, гл. III, §3]). Ее траекториями являются полуэллипсы, располо-
женные выше и ниже оси Ox с центрами на концах отрезка Z = {(x, 0) :

|x| 6 fP/k} — “зоны застоя”, состоящей из множества неизолированных
положений равновесия. Амплитуда колебаний системы уменьшается в
арифметической прогрессии, и через конечное время тело останавлива-
ется в состоянии, которое может оказаться любой точкой “зоны застоя”.

Для достижения поставленной выше цели управления управляющая
сила u должна, во-первых, преодолевать силу трения и, во-вторых, обес-
печивать экспоненциально устойчивое движение системы в положение
равновесия (0, 0) — середину отрезка Z. Решение первой задачи зависит
от ограничения на ресурс управления, а второй — от выбора целевого
множества, которое определим в виде S = {(ẋ, x) : ẋ+ax = 0}, где a > 0

— произвольный параметр.
Введем переменную v = ẋ, определим многозначное отображение

F =
(
F1(v, x), F2(v, x)

)
равенствами: F1(v, x) = −kx+F fr(v), F2(v, x) =

v и запишем дифференциальное включение (1.6.1) в форме включения
(1.4.1): {

v̇ ∈ F1(v, x) + u1,

ẋ = F2 + u2

(1.6.2)

с управлением u = (u1, u2) и множеством S = {(v, x) : σ(v, x) = 0},
σ(v, x) = v + ax.

Далее заключаем, что u1 = −ũ = −H sgn (v + ax), u2 = 0 и

Ũ(v, x) =

{
[−H,H], если (v, x) ∈ S,
ũ(v, x), если (v, x) 6∈ S.

Теперь включение (1.6.1) с управлением u = −H sgn (ẋ+ ax) запишется,
как управляемая система 

v̇ ∈ F1(v, x)− ũ,
ẋ = F2,

ũ ∈ Ũ(v, x)

(1.6.3)
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вида (1.4.6).
Множество Ũ eq(v, x) определяется из условий 0 = v + ax, 0 ∈

F1(v, x)+av и при v 6= 0 состоит из одного элемента ũeq = kx+fP sgn v−
av, который (на множестве S) запишем также в виде равенств:

ũeq = (k + a2)x− fP sgnx = −
(k
a

+ a
)
v + fP sgn v.

При условии v = 0 получаем x = 0 и Ũ eq(0, 0) = [−fP, fP ].
В точке (0, 0) прямой v + ax = 0 имеем Ũ ∗eq(0, 0) = [−d, d], где d =

min {H, fP}, а оставшиеся точки этой прямой, в которых Ũ ∗eq(v, x) 6= ∅
(выполняется необходимое условие существования скользящего режи-
ма), принадлежат множеству точек фазовой плоскости (x, v), удовле-
творяющих неравенствам:

fP −H
k + a2

6 |x| 6 fP +H

k + a2
, a

fP −H
k + a2

6 |v| 6 a
fP +H

k + a2
.

Записывая уравнение движения осциллятора в виде

vdv +
(
kx+ fP sgn v +H sgn (v + ax)

)
dx = 0 (1.6.4)

и интегрируя его в точках непрерывности функций F fr и ũ, находим,
что траекториями системы являются дуги эллипсов, соответствующие
различным знакам значений переменной v и функции σ = v + ax:

v2

2
+

(
kx+ fP sgn v +H sgn (v + ax)

)2

2k
= C2,

где C — произвольная константа. Прямые v = 0 и v + ax = 0 делят
фазовую плоскость на четыре части. Расположение траекторий на ней
симметрично относительно начала координат. Центры эллипсов распо-
ложены на оси Ox, а их смещение по этой оси в положительную или
отрицательную стороны зависит от неравенств H < fP и H > fP .
Это делает наглядным аналитический анализ этих неравенств. (Траек-
тории решений системы (1.6.4) в областях непрерывности правой части
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на рис. 1.1–1.3 построены с использованием графической визуализации
вычислительных экспериментов.)

Отрезок Z = [−L,L] на рис. 1.1 — “зона застоя” (L = (fP−H)/k); от-
резок с концами в точках A = A(−α, α1) и B = B(−β, β1) — траектория
скользящего режима; α = (fP+H)/(k+a2), β = (fP−H)/(k+a2), α1 =

aα, β1 = aβ.

Рис. 1.1. Траектории решений уравнения (1.6.4) в случае fP > H

На рис. 1.2 “зона застоя” отсутствует, система имеет единственное поло-
жение равновесия в точке B = (0, 0), и на отрезке AB прямой S воз-
никает устойчивый скользящий режим, который под действием эквива-
лентного управления экспоненциально стремится к началу координат.

Рис. 1.2. Траектории решений уравнения (1.6.4) в случае fP 6 H

50



Рассмотрим движение системы (1.6.2) под действием импульсного по-
зиционного управления u ← p(v, x)δt. В этом случае p1(v, x) = −(v +

ax), p2(v, x) = 0, и импульсно-скользящий режим, реализованный, как
множество ломаных Эйлера, приводит систему на прямую v+ax = 0, ме-
няя только переменную v (скорость движения). При попадании ломаной
Эйлера при очередном корректирующем импульсе на отрезок AB (рис.
1.3), дальнейшее движение системы (1.6.2) до точки B может происхо-
дить, как скользящий режим управляемой системы (1.6.3), после чего
вновь должен начаться импульсно-скользящий режим.

Рис. 1.3. Скользящий и импульсно-скользящий режимы при условии fP > H

1.7 Импульсно-скользящие режимы дифференци-

альных включений с матрицей при производной

Рассмотрим систему{
A(t, x)ẋ ∈ F (t, x) + u,

x(t0) = x0, t ∈ I.
(1.7.1)

Здесь A(t, x) — n × n матричная функция, невырожденная на I ×
Rn; F (t, x) — многозначное отображение; u — позиционное импульс-
ное управление. Для системы (1.7.1) ломаные Эйлера на интервалах
(tk, tk+1], k = 0, N − 1, совпадают с решениями следующих задач Ко-

51



ши: {
A(t, x)ẋ ∈ F (t, x),

x(tk) = xh(tk) + A−1
(
tk, x

h(tk)
)
p
(
tk, x

h(tk)
)
,

где A−1(t, x) — обратная матрица, xh(t0) = x0.
Отметим, что ломаные Эйлера удовлетворяют равенству

xh(t) = x0 + A−1(t0, x0)p(t0, x0) +

∫ t

t0

ẋh(τ) dτ+

+

mt∑
i=1

A−1
(
ti, x

h(ti)
)
p
(
ti, x

h(ti)
)
, (1.7.2)

гдеmt — номер ближайшего слева к t узла разбиения h, не совпадающего
с t, A

(
t, xh(t)

)
ẋh(t) ∈ F

(
t, xh(t)

)
для почти всех t ∈ I.

В дальнейшем рассматриваются такие управления, которые после
каждого импульсного воздействия приводят систему (1.7.1) на множе-
ство S, определяемое m-мерной непрерывно дифференцируемой вектор-
функцией σ(t, x) с матрицей Якоби по x ранга m для всех (t, x) ∈ S:

S =
{

(t, x) ∈ I ×Rn : σ(t, x) = 0
}
.

Дополнительно предполагается отсутствие импульсов на множестве S,
т.е.

(t, x) ∈ S ⇔ A−1(t, x)p(t, x) = 0.

Введем обозначения

p̂(t, x) = A−1(t, x)p(t, x), F̂ (t, x) = A−1(t, x)F (t, x).

Тогда ломаные Эйлера (1.7.2) примут вид

xh(t) = x0 + p̂(t0, x0) +

∫ t

t0

ẋh(τ) dτ +

mt∑
i=1

p̂
(
ti, x

h(ti)
)
,
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где ẋh(t) ∈ F̂
(
t, xh(t)

)
для п.в. t ∈ I, и будут совпадать с ломаными

Эйлера импульсной управляемой системы{
ẋ ∈ F̂ (t, x) + û,

x(t0) = x0,
(1.7.3)

где û ← p̂(t, x)δt. При этом условия, обеспечивающие попадание систе-
мы на S после действия корректирующего импульса и равенство нулю
величины импульса в случае, если (t, x) ∈ S, запишем в следующем виде:

σ
(
t, x+ p̂(t, x)

)
= 0, ∀(t, x) ∈ I ×Rn,

σ(t, x) = 0⇔ p̂(t, x) = 0.

Таким образом, если функции xh(t) и p̂(t, x) удовлетворяют услови-
ям леммы 1.3.1, то ломаные Эйлера для системы (1.7.1) будут ограни-
чены, и из любой конфинальной последовательности можно выделить
подпоследовательность, равномерно сходящуюся к абсолютно непрерыв-
ной функции.

Пусть величина импульсного воздействия удовлетворяет равенству
p(t, x) = B(t, x)σ(t, x), где B(t, x) — некоторая непрерывная n × m

матричная функция. Тогда p̂(t, x) удовлетворяет равенству p̂(t, x) =

A−1(t, x)B(t, x)σ(t, x), и в силу леммы 2.2 из [18] на множестве S вы-
полняется условие

σx(t, x)A−1(t, x)B(t, x) = −Em. (1.7.4)

Предположим, что функция B̂(t, x) = A−1(t, x)B(t, x) непрерывна,
p̂(t, x) удовлетворяет условию (1.3.3), F̂ (t, x) — многозначное отображе-
ние с выпуклыми компактными значениями, удовлетворяющее условиям
(B1)–(B3).

Пусть, далее, существуют такие непрерывные положительные функ-
ции Hi(t, x) : I × Rn → R, i = 1,m, что для каждой точки (t, x) ∈ S

найдутся ε > 0 и окрестность Wδ(t, x) этой точки такие, что для всех
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(t′, x′) ∈ Wδ(t, x) выполняются неравенства

max
w∈F̂ (t′,x′)

∣∣σit(t, x) + 〈∇xσ
i(t, x), w〉

∣∣ < Hi(t, x)− ε, i = 1,m, (1.7.5)

где ∇xσ
i(t, x) — градиент i-й координаты вектор-функции σ(t, x) по пе-

ременной x, σit(t, x) — частная производная по времени i-й координаты
вектор-функции σ(t, x), . Тогда в силу теорем 1.5.1 и 1.5.2 для включе-
ния (1.7.3) существует идеальный импульсно-скользящий режим, и лю-
бой идеальный импульсно-скользящий режим r(t) включения (1.7.3) на
интервале J совпадает со скользящим режимом системы с позиционным
разрывным управлением{

ẋ ∈ F̂ (t, x) + B̂(t, x)ũ(t, x),

x(t0) = x0 + p̂(t0, x0),
(1.7.6)

где ũi(t, x) = Hi(t, x)sgn
(
σi(t, x)

)
, i = 1,m. При этом под скользящим

режимом включения (1.7.6) понимается абсолютно-непрерывная функ-
ция x(t), такая, что

(
t, x(t)

)
∈ S и x(t) — решение включения{

ẋ ∈ F̂ (t, x) + B̂(t, x)Ũ(t, x),

x(t0) = x0 + p̂(t0, x0),
(1.7.7)

где Ũ(t, x) представляет собой простейшее выпуклое доопределение в
смысле Филиппова (см. [56]) разрывной функции ũ(t, x).

Отметим, что неравенства (1.7.5) обеспечивают устойчивость мно-
жества S (см. [58]) в следующем смысле: для любых начальных дан-
ных (t0, x0) ∈ S и τ > 0 существует δ > 0 такое, что при услови-
ях ‖x0 − x̃0‖ < δ и |t0 − t̃0| < δ для любого решения дифференци-
ального включения (1.7.7) с начальным условием (t̃0, x̃0) выполняется(
t, x(t)

)
∈ S для всех точек t > t0 + τ , в которых это решение существу-

ет. Однако, для описания всех возможных скользящих режимов системы
(1.7.7) устойчивость множества S не требуется. Из теоремы 1.4.2 следует,
что все движения системы (1.7.7) по множеству S находятся из включе-
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ния
ẋ ∈ F̂ (t, x) + B̂(t, x)Ũ ∗eq(t, x), (1.7.8)

где Ũ ∗eq(t, x) = Ũ eq(t, x)
⋂
Ũ(t, x) и

Ũ eq(t, x) = σt(t, x) + σx(t, x)F̂ (t, x).

Таким образом, все возможные скользящие режимы системы (1.7.7) на-
ходятся из включения (1.7.8) в случае, если Ũ ∗eq(t, x) = Ũ eq(t, x), что
обеспечивается выполнением неравенств

max
w∈F̂ (t,x)

∣∣σit(t, x) + 〈∇xσ
i(t, x), w〉

∣∣
(t,x)∈S 6 Hi(t, x), i = 1,m. (1.7.9)

Следовательно, имеет место следующая

Теорема 1.7.1. Пусть A(t, x), F (t, x), p(t, x) таковы, что много-
значное отображение F̂ (t, x) = A−1(t, x)F (t, x) с выпуклыми ком-
пактными значениями удовлетворяет условиям (B1)–(B3), p̂(t, x) =

A−1(t, x)p(t, x) удовлетворяет условию (1.3.3), и пусть существуют
такие непрерывные положительные функции Hi(t, x) : I × Rn → R,
i = 1,m, что выполняются неравенства (1.7.9).

Тогда для включения (1.7.1) c импульсным позиционным управлени-
ем u← p(t, x)δt существует идеальный импульсно-скользящий режим
и любой идеальный импульсно-скользящий режим r(t) системы (1.7.1)
на интервале J является скользящим режимом системы{

A(t, x)ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ(t, x),

x(t0) = x0 + A−1(t0, x0)p(t0, x0),

с разрывными позиционными управлениями ũi(t, x) =

Hi(t, x)sgn
(
σi(t, x)

)
, i = 1,m, который реализуется на некотором

управлении ũeq
(
t, r(t)

)
∈ Ũ eq

(
t, r(t)

)
.

Определим матричную норму ‖A‖1 = max
‖x‖=1

‖Ax‖.
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Следствие 1.7.1. Пусть A(t, x) — непрерывная матрица; для лю-
бых (t, x) ∈ I × Rn выполняется неравенство ‖A−1(t, x)‖1 6 C, где
C — некоторая константа; F (t, x) — многозначное отображение с вы-
пуклыми компактными значениями, удовлетворяющее условиям (B1)–
(B3); p(t, x) = B(t, x)σ(t, x) удовлетворяет условию (1.3.3). И пусть
существуют такие непрерывные положительные функции Hi(t, x) :

I ×Rn → Rm, i = 1,m, что выполняются неравенства (1.7.9).
Тогда справедливо утверждение теоремы 1.7.1.
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Глава 2

Изолированные импульсы и ломаные Эйлера

2.1 Постановка задачи и предварительные сведения

об аппроксимациях Иосиды

Введем в рассмотрение непрерывные функции δi(t), удовлетворяю-
щие условиям:

(D1) δi(t) = 0 (t 6 αi, t > βi), δi(t) > 0 (αi < t < βi), где αi → 0,
βi → 0, βi − αi 6 τi → 0 при i→ +∞;

(D2)
βi∫
αi

δi(t)dt = 1, для любого i = 1, 2, . . ., которые будем называть

дельтообразными.
Как указывалось во введении, в практическом использовании про-

цедуры импульсного управления неизбежно возникает задача о замене
в системе импульса Дирака последовательностью его непрерывных ап-
проксимаций дельтообразными функциями. При этом характер предель-
ного перехода влияет на выбор понятия обобщенного решения.

В данной главе для дифференциальных включений с позиционным
импульсным управлением в правой части, реализованным в виде ло-
маных Эйлера, исследованы два типа предельного перехода на дель-
тообразных функциях, приводящих к “ломаным Эйлера” и импульсно-
скользящим режимам Один из них приводит к известным условиям до-
пустимости скачка в моменты импульсных воздействий, а другой опре-
деляет величину импульсной коррекции непосредственно по значению
заранее заданной интенсивности импульса в зависимости от времени и
состояния объекта. Исследования опираются на известные факты для
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дифференциальных уравнений с импульсами с использованием непре-
рывных однозначных аппроксимаций Иосиды многозначных отображе-
ний. Приведем необходимые сведения о них из статьи [60].

Пусть F : (α, β) × Rn → Rn — многозначное отображение с выпук-
лыми компактными значениями.

Условие A Для любых точек t ∈ (α, β) и x, y ∈ Rn выполняется
неравенство

(x− y)TA(t, x)(u− v) 6 l‖x− y‖2

для любых u ∈ F (t, x) и v ∈ F (t, y), где l > 0 — константа, A(t, x) =

[aij(t, x)]ni,j=1 — некоторая симметричная, положительно определенная
и непрерывно дифференцируемая матрица, собственные значения ко-
торой ограничены некоторым отрезком [c, d], 0 < c 6 d < +∞.

Все векторы понимаются как столбцы, а знак “T” всюду в дальней-
шем используется для обозначения вектора-строки. Через z = Jλ(t, x)

обозначим решение включения z ∈ x + λF (t, z) и положим Fλ(t, x)
∆
=

(Jλ(t, x) − x)/λ. Отметим, что Jλ(t, x) и Fλ(t, x) — резольвента и, соот-
ветственно, аппроксимация Иосиды для отображения x→ −F (t, x) при
каждом фиксированном t.

Следующее утверждение является частным случаем леммы 1 из [60].

Утверждение 2.1.1. Пусть F : (α, β) × Rn → Rn — ограничен-
ное, полунепрерывное сверху многозначное отображение с выпуклыми,
компактными значениями, удовлетворяющее условию A. Тогда суще-
ствует число λ′ > 0 такое, что определено однозначное отображение
Fλ(t, x) со свойствами:

1. Fλ(t, x) ограничено, непрерывно по (λ, t, x) ∈ (0, λ′]× (α, β)×Rn и
липшицево по x. Последнее означает, что для каждого фиксированного
(λ ∈ (0, λ′]) и любых x1 и x2 выполняется:

‖Fλ(t, x1)− Fλ(t, x2)‖ 6 Lλ‖x1 − x2‖,

где Lλ > 0 — некоторая константа.
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2. Для любых (t, x), (t, y), u ∈ F (t, y) и λ ∈ (0, λ′] выполняется нера-
венство

(x− y)TA(t, x)
(
Fλ(t, x)− u

)
6 l1‖x− y‖2 + λL (2.1.1)

с некоторыми константами l1 > 0 и L > 0.

Замечание 2.1.1. Отметим (см. [59]), что в рамках условий утвер-
ждения 2.1.1 любые два решения включения ẋ ∈ F (t, x) с одинаковыми
начальными условиями (t0, x0) совпадают справа от точки t0 на их об-
щем промежутке определения, т.е. выполняется свойство правосто-
ронней единственности решений.

2.2 Включения с дельта-функциями, входящими в

виде коэффициентов

Пусть F : (α, β) × Rn → Rn — многозначное отображение. Сделаем
следующие предположения:

(S1) F (t, x) является ограниченным полунепрерывным сверху много-
значным отображением с выпуклыми компактными значениями;

(S2) для отображения F (t, x) выполняется условие A.
Рассмотрим дифференциальное включение

ẋ ∈ F (t, x) + δ∗(t)g(t, x) (2.2.1)

и уравнение
ẋ = Fλ(t, x) + δ∗(t)g(t, x), (2.2.2)

где Fλ(t, x) — аппроксимация Иосиды для отображения F (t, x),
δ∗(t) — некоторая (обычная) скалярная функция, g(t, x) =(
g1(t, x), . . . , gn(t, x)

)
— векторная функция. Решения включения

(2.2.1) и уравнений (2.2.2) понимаются в обычном смысле как абсолютно
непрерывные функции, почти всюду удовлетворяющие (2.2.1) и (2.2.2)
соответственно.

Лемма 2.2.1. Пусть многозначное отображение F (t, x) удовлетво-
ряет условиям (S1)–(S2), функция δ∗(t) непрерывна, функция g(t, x)
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непрерывна и для любого t удовлетворяет условию Липшица по пере-
менной x с константой Lp. Пусть xλ(t) и x(t) — решения уравнения
(2.2.2) и включения (2.2.1) соответственно, определенные на некото-
ром отрезке I = [t0, t0 + T ]. Тогда существуют положительные кон-
станты K1, K2, K3 и λ′ такие, что

‖xλ(t)− x(t)‖2 6 (K1λ+K2‖xλ(t0)− x(t0)‖2)e
∫ t0+T
t0

K3|δ∗(s)|ds (2.2.3)

для всех t ∈ I, λ ∈ (0, λ′].

Доказательство. Из условий леммы и утверждения 2.1.1 вытекает, что
существуют числа λ′ > 0, L > 0 и l1 > 0 такие, что для всех λ ∈
(0, λ′] определено непрерывное, липшицевое по x отображение Fλ(t, x), и
выполняется неравенство (2.1.1).

Обозначим Φλ(t, x) = Fλ(t, x) + δ∗(t)g(t, x), и пусть w ∈ F (t, y) +

δ∗(t)g(t, y) — произвольный вектор. Тогда w = u + δ∗(t)g(t, y) для неко-
торого u ∈ F (t, y). Из неравенства (2.1.1) получаем

(x− y)TA(t, x)
(
Φλ(t, x)− w

)
=

= (x− y)TA(t, x)
(
Fλ(t, x)− u+ δ∗(t)

(
g(t, x)− g(t, y)

))
=

= (x− y)TA(t, x)
(
Fλ(t, x)− u

)
+ δ∗(t)(x− y)TA(t, x)

(
g(t, x)− g(t, y)

)
6

6 l1‖x− y‖2 + λL+ |δ∗(t)|Lp‖A(t, x)‖‖x− y‖2 6

6 ‖x− y‖2
(
l1 + l2|δ∗(t)|

)
+ Lλ (2.2.4)

с некоторыми константами l1 и l2 для всех t ∈ I. Положим y(t) = xλ(t)−
x(t) и ξ(t) = 1

2

(
y(t)

)T
A
(
t, xλ(t)

)
y(t). Тогда ξ̇(t) =

(
y(t)

)T
A
(
t, xλ(t)

)
ẏ(t)+

1
2

(
y(t)

)T
Ȧ
(
t, xλ(t)

)
y(t) для почти всех t ∈ I.

В доказательстве будем использовать следующее свойство квадра-
тичных форм с симметричными положительно определенными матри-
цами (см., например, [7, с. 13]):

c‖z‖2 6 zTA(t, x)z 6 d‖z‖2, (2.2.5)
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где отрезок [c, d] (0 < c 6 d < +∞) содержит все собственные значения
матрицы A(t, x) для любых (t, x).

Из неравенств (2.2.4) и (2.2.5) получаем

ξ̇(t) 6 (l3 + l4|δ∗(t)|)ξ(t) + Lλ (2.2.6)

с некоторыми положительными константами l3 и l4. Интегрируя нера-
венство (2.2.6), получаем

ξ(t) 6 ξ(t0) + Lλ(t0 − t) +

t∫
t0

(l3 + l4|δ∗(s)|)ξ(s)ds.

Теперь из леммы Гронуолла (см., например, [8, с. 122]) получаем

ξ(t) 6 (ξ(t0) + TLλ)el3Te
∫ t0+T
t0

l4|δ∗(t)|dt.

Из последнего неравенства, еще раз воспользовавшись неравенством для
квадратичных форм (2.2.5), получаем (2.2.3).

Теперь рассмотрим задачу{
ẋ ∈ F (t, x) + δ(t)g(t, x),

x(t0) = x0,
(2.2.7)

где t0 < 0 < t0 + T ; δ(t) — импульс Дирака, сосредоточенный в точке
t = 0, и последовательность задач{

ẋ ∈ F (t, x) + δi(t)g(t, x), i = 1, 2, . . . ,

xi(t0) = xi0,
(2.2.8)

где xi0 → x0 и δi(t) образуют последовательность непрерывных (дельто-
образных) функций, удовлетворяющую условиям (D1)–(D2).

Введем вспомогательные задачи

u̇ ∈ F (t, u), u(t0) = x0, t ∈ [t0, 0]; (2.2.9)
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dv

ds
= g(0, v), v(0) = u(0), s ∈ [0, 1]; (2.2.10)

ẇ ∈ F (t, w), w(0) = v(1), t ∈ [0, t0 + T ]. (2.2.11)

Теорема 2.2.1. Пусть F (t, x) и g(t, x) удовлетворяют условиям лем-
мы 2.2.1, функции δi(t) — условиям (D1)–(D2). Тогда для любой после-
довательности решений xi(t) задач (2.2.8) при i→ +∞ имеет место:

xi(t)→ u(t), t0 6 t < 0,

xi(t)→ w(t), 0 < t 6 t0 + T,
(2.2.12)

где u(t) и w(t) — решения включений (2.2.9) и (2.2.11) соответственно.

Доказательство. Рассмотрим решения xλi (t) последовательности задач{
ẋi = Fλ(t, xi) + δi(t)g(t, xi),

xi(t0) = xi0

и вспомогательные задачи{
u̇λ = Fλ(t, u

λ),

uλ(t0) = x0, t0 6 t 6 0;
(2.2.13)


dvλ

ds
= g(0, vλ),

vλ(0) = uλ(0), 0 6 s 6 1;
(2.2.14)

{
ẇλ = Fλ(t, w

λ),

wλ(0) = vλ(1), 0 6 t 6 t0 + T.
(2.2.15)

Отметим, что в силу замечания 2.1.1 при сделанных предположениях
задачи (2.2.9)–(2.2.11) и (2.2.13)–(2.2.15) имеют единственные решения.

Из теоремы 3 [56, стр.36] и комментариев к ней (там же на стр. 37)
получаем, что для любого фиксированного 0 < λ < λ′ при i→ +∞

xλi (t)→ uλ(t), t0 6 t < 0,

xλi (t)→ wλ(t), 0 < t 6 t0 + T,
(2.2.16)

где uλ(t) и wλ(t) — решения уравнений (2.2.13) и (2.2.15) соответственно.
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В силу леммы 2.2.1 для произвольного ε > 0 существует число η

и номер N1 такие, что для всех t ∈ [t0, t0 + T ], 0 < λ < η и i > N1

выполняется
‖xi(t)− xλi (t)‖ 6 K

√
λ, (2.2.17)

где xi(t) — решения задач (2.2.8), и

‖uλ(t)− u(t)‖ 6 K
√
λ <

ε

3
(2.2.18)

для всех t ∈ [t0, 0], где u(t) — решение дифференциального включения
(2.2.9). Из первого соотношения (2.2.16) вытекает, что для любого t ∈
[t0, 0) и этого же значения λ существует номер N2 > N1 такой, что

‖xλi (t)− uλ(t)‖ <
ε

3
(2.2.19)

для всех i > N2. Теперь из (2.2.17)–(2.2.19) получаем

‖xi(t)− u(t)‖ 6 ‖u(t)− uλ(t)‖+ ‖uλ(t)− xλi (t)‖+ ‖xλi (t)− xi(t)‖ < ε

при фиксированном t ∈ [t0, 0) для всех i > N2

Следовательно xi(t)→ u(t) при i→ +∞ для любого фиксированного
t ∈ [t0, 0) и первое соотношение (2.2.12) установлено.

Пусть vλ(t) — решение дифференциального уравнения (2.2.14) и
v(t) — решение уравнения (2.2.10). Учитывая начальные условия vλ(0) =

uλ(0) и v(0) = u(0), неравенство (2.2.18) и теорему о непрерывной за-
висимости решений от начальных условий, получаем, что vλ(t) → v(t)

при λ → +0 равномерно для всех t ∈ [0, 1]. Тогда из леммы 2.2.1 при
δ∗(t) ≡ 0 вытекает, что для решений wλ(t) уравнений (2.2.15) и решения
w(t) включения (2.2.11) существует 0 < η < λ′ такое, что выполняется

‖wλ(t)→ w(t)‖ 6 ε

3

для всех 0 < λ < η и t ∈ [0, t0 + T ]. Из второго соотношения (2.2.16)
вытекает, что для любых фиксированных 0 < λ < λ′ и t ∈ (0, t0 + T ]
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существует номер N3 такой, что

‖xλi (t)− wλ(t)‖ < ε

3

для всех i > N3. Теперь, с учетом (2.2.17) аналогично предыдущему, для
любого ε > 0 существуют натуральное число N4 > N3 такое, что

‖xi(t)− w(t)‖ 6 ‖w(t)− wλ(t)‖+ ‖wλ(t)− xλi (t)‖+ ‖xλi (t)− xi(t)‖ < ε

при любом фиксированном t ∈ (0, t0 + T ] для всех i > N4 второе соотно-
шение (2.2.12) установлено.

Определение 2.2.1. Под обобщенным решением включения (2.2.7) бу-
дем понимать функцию x(t), которая является решением включения
(2.2.9) на отрезке [t0, 0] и решением включения (2.2.11) на промежут-
ке (0, t0 + T ] с начальным условием x(+0) = v(1), где v(t), t ∈ [0, 1],
определена из уравнения (2.2.10).

В соответствии с этим определением теорема 2.2.1 обеспечивает су-
ществование и дает структуру обобщенных решений включения (2.2.7).
Доопределение обобщенного решения x(t) в точке разрыва t = 0 преде-
лом слева (который, очевидно, существует) является удобным для нас
соглашением. Применительно к дифференциальным уравнениям систе-
ма (2.2.10) называется предельной, а начальное условие x(+0) = v(1) (в
нашей ситуации) — условием допустимости скачка (см. [16, с. 24-25]).

Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

ẋ = Fλ(t, x) + δ(t)g(t, x), (2.2.20)

где Fλ(t, x) аппроксимация Иосиды многозначного отображения F (t, x).
Обобщенное решение уравнения (2.2.20) определяется уравнениями
(2.2.13)–(2.2.15) аналогично предыдущему. Отметим, что функция xλ(t)
удовлетворяет уравнению ẋ = Fλ(t, x) при t 6= 0, а в точке t = 0 терпит
разрыв со скачком, который определяется уравнением (2.2.14).
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Следствие 2.2.1. Пусть выполняются все условия теоремы 2.2.1. То-
гда существуют положительные константы λ′ и K такие, что для
любых обобщенных решений x(t), xλ(t) задач (2.2.7) и (2.2.20) соответ-
ственно выполняется

‖x(t)− xλ(t)‖ 6 K(
√
λ+ ‖x(t0)− xλ(t0)‖) (2.2.21)

для всех t ∈ I и для всех λ ∈ (0, λ′].

Неравенство (2.2.21) вытекает из формул (2.2.12), (2.2.16) и нера-
венства (2.2.3), примененного к последовательностям xi(t) и xλi (t) для
δ∗(t) = δi(t), при i→ +∞.

2.3 Включения с запаздыванием с дельта-

функциями, входящими в виде коэффициентов

Рассмотрим задачу, которую запишем в виде{
ẋ(t) ∈ F

(
t, x(t)

)
+ δ(t)p

(
x(t− 0)

)
,

x(t0) = x0,
(2.3.1)

где δ(t) — δ-функция Дирака, сосредоточенная в точке t = 0, и последо-
вательность задач{

ẋ(t) ∈ F
(
t, x(t)

)
+ δi(t)p

(
x(t− τi)

)
, i = 1, 2, . . . ,

x(t0) = xi0
(2.3.2)

где xi0 → x0 и δi(t) образуют последовательность непрерывных функций,
удовлетворяющую условиям (D1)–(D2).

Рассмотрим дифференциальное включение

ẋ ∈ F (t, x) + δ∗(t)p
(
x(t− τ)

)
(2.3.3)

и уравнение
ẋ = Fλ(t, x) + δ∗(t)p

(
x(t− τ)

)
, (2.3.4)
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где Fλ(t, x) — непрерывная однозначная аппроксимация Иосиды отобра-
жения F (t, x) и τ > 0 — положительный параметр. Решения включения
(2.3.3) и уравнений (2.3.4), определенные на отрезке [t0− τ, t0 +T ], пони-
маются как непрерывные функции, абсолютно непрерывные на отрезке
I = [t0, t0 + T ], почти всюду на нем удовлетворяющие (2.3.3) и (2.3.4)
соответственно.

Лемма 2.3.1. Пусть многозначное отображение F (t, x) удовлетворя-
ет условиям (S1)–(S2), векторная функция p(x) удовлетворяет усло-
вию Липшица с константой Cp, скалярная функция δ∗(t) непрерывна и
xλ(t), x(t) — решения уравнений (2.3.4) и включения (2.3.3) соответ-
ственно, определенные на отрезке [t0 − τ, t0 + T ] с начальными функ-
циями, равными xλ(t) = xλ(t0), x(t) = x(t0), t ∈ [t0 − τ, t0]. Тогда суще-
ствуют положительные константы L1, L2, L3 и λ′ такие, что

‖xλ(t)− x(t)‖2 6 (L1λ+ L2‖xλ(t0)− x(t0)‖2)e

t0+T∫
t0

L3|δ∗(s)|ds
(2.3.5)

для всех t ∈ I, λ ∈ (0, λ′].

Доказательство. Мы будем следовать схеме доказательства лем-
мы 2.2.1, внося необходимые изменения. В соответствии с утвержде-
нием 2.1.1 существуют числа λ′ > 0, L > 0 и l1 > 0 такие, что для
всех λ ∈ (0, λ′] определено непрерывное, липшицевое по x отображение
Fλ(t, x) (аппроксимация Иосиды) такое, что выполняется неравенство
(2.1.1).

Обозначим Φλ(t, x, x
′) = Fλ(t, x) + δ∗(t)p(x

′) и произвольное
w(t, y, y′) ∈ F (t, y) + δ∗(t)p(y

′). Тогда w(t, y, y′) = u(t, y) + δ∗(t)p(y
′),

где u(t, y) ∈ F (t, y). Из неравенства (2.1.1) получаем

(x− y)TA(t, x)
(
Φλ(t, x, x

′)− w(t, y, y′)
)

=

= (x− y)TA(t, x)
(
Fλ(t, x)− u(t, y) + δ∗(t)

(
p(x′)− p(y′)

))
=

= (x−y)TA(t, x)
(
Fλ(t, x)−u(t, y)

)
+ δ∗(t)(x−y)TA(t, x)

(
p(x′)−p(y′)

)
6

6 l1‖x− y‖2 + Lλ+ |δ∗(t)|Cp‖A(t, x)‖‖x− y‖‖x′ − y′‖. (2.3.6)
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Положим y(t) = xλ(t) − x(t) и ξ(t) = 1
2

(
y(t)

)T
A
(
t, xλ(t)

)
y(t). Тогда

ξ̇(t) =
(
y(t)

)T
A
(
t, xλ(t)

)
ẏ(t) + 1

2

(
y(t)

)T
Ȧ
(
t, xλ(t)

)
y(t) для почти всех t ∈

I. Из неравенств (2.2.5) и (2.3.6) получаем

ξ̇(t) 6 l2ξ(t) + Lλ+ l3|δ∗(t)|
√
ξ(t)ξ(t− τ) (2.3.7)

с некоторыми положительными константами l2, l3. Обозначим η(t) =

max {ξ(s) : t0 6 s 6 t}. Тогда ξ(s) 6 η(t) для всех s ∈ [t0 − τ, t] и
ξ(t′) = η(t) при некотором t′ ∈ [t0, t]. Из (2.3.7) вытекает

ξ̇(t) 6 (l4 + l5|δ∗(t)|)η(t) + Lλ (2.3.8)

с некоторыми положительными константами l4, l5. Интегрируя (2.3.8),
получаем

η(t) = ξ(t′) = η(t0) +

t′∫
t0

(
(l4 + l5|δ∗(s)|

)
η(s) + Lλ)ds 6

6 η(t0) +

t∫
t0

(
(l4 + l5|δ∗(s)|)η(s) + Lλ

)
ds.

Теперь из леммы Гронуолла получаем

η(t) 6 (η(t0) + TLλ)el4Te
∫ t0+T
t0

l5|δ∗(t)|dt.

Так как ξ(t) 6 η(t) и η(t0) = ξ(t0), то из последнего неравенства, вос-
пользовавшись неравенством для квадратичных форм (2.2.5), получаем
неравенство (2.3.5).

Введем вспомогательные задачи

u̇ ∈ F (t, u), u(t0) = x0, t ∈ [t0, 0]; (2.3.9)

ż ∈ F (t, z), z(0) = u(0) + p
(
u(0)

)
, t ∈ [0, t0 + T ]. (2.3.10)
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Теорема 2.3.1. Пусть F (t, x) и p(x) удовлетворяют условиям лем-
мы 2.3.1, функции δi(t) — условиям (D1)–(D2). Тогда для любой после-
довательности решений xi(t) задач (2.3.2) при i→ +∞ имеет место:

xi(t)→ u(t), t0 6 t < 0,

xi(t)→ z(t), 0 < t 6 t0 + T,

где u(t) и z(t) — решения включений (2.3.9) и (2.3.10) соответственно.

Доказательство. Рассмотрим последовательность задач{
ẋi = Fλ(t, xi) + δi(t)p

(
xi(t− τi)

)
,

xi(t0) = xi0

и вспомогательные задачи{
u̇λ = Fλ(t, u

λ),

uλ(t0) = x0, t0 6 t 6 0;
(2.3.11)

{
żλ = Fλ(t, z

λ),

zλ(0) = uλ(0) + p
(
uλ(0)

)
, 0 6 t 6 t0 + T.

(2.3.12)

Из теоремы 4 [56, стр.36] получаем, что для любого фиксированного
0 < λ < λ′ при i→ +∞

xλi (t)→ uλ(t), t0 6 t < 0,

xλi (t)→ zλ(t), 0 < t 6 t0 + T,
(2.3.13)

где uλ(t) и zλ(t) — решения уравнений (2.3.11) и (2.3.12) соответственно.
Дальнейшее доказательство дословно повторяет доказательство теоре-
мы 2.2.1 с использованием соотношений (2.3.13) и леммы 2.3.1.

С учетом теоремы 2.3.1 обобщенное решение включения (2.3.1) опре-
деляется следующим образом.

Определение 2.3.1. Под обобщенным решением включения (2.3.1) бу-
дем понимать функцию x(t), удовлетворяющую дифференциальному
включению (2.3.9) на отрезке [t0, 0] и дифференциальному включению
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(2.3.10) на промежутке (0, t0 + T ] с начальным условием x(+0) =

x(0) + p
(
x(0)

)
.

Как видно из этого определения, теорема 2.3.1 обеспечивает суще-
ствование обобщенного решения включения (2.3.1). Рассмотрим диффе-
ренциальное уравнение вида

ẋ(t) = Fλ
(
t, x(t)

)
+ δ(t)p

(
x(t− 0)

)
, (2.3.14)

где Fλ(t, x) аппроксимация Иосиды многозначного отображения F (t, x).
Так же, как и для задач предыдущего раздела, справедливо

Следствие 2.3.1. Пусть выполняются все условия теоремы 2.3.1. То-
гда существуют положительные константы λ′ и K такие, что для
любых обобщенных решений x(t), xλ(t) задач (2.3.1) и (2.3.14) соответ-
ственно выполняется

‖x(t)− xλ(t)‖ 6 K(
√
λ+ ‖x(t0)− xλ(t0)‖)

для всех t ∈ I и λ ∈ (0, λ′].

Замечание 2.3.1. Теоремы 2.2.1, 2.3.1 и их следствия сформулирова-
ны для дифференциальных включений с импульсным воздействием в
момент времени t = 0. Однако, это не ограничивает общности резуль-
татов, так как замена переменной s = t−t′ позволяет рассматривать
включения с импульсным воздействием в момент времени t = t′.

2.4 Аппроксимация ломаных Эйлера

Будем рассматривать дифференциальное включение

ẋ ∈ F (t, x) + u

в предположении, что u — управляющее воздействие, которое каждо-
му текущему моменту времени t и состоянию x объекта ставит в соот-
ветствие импульс p(t, x)δt, где δt — δ-функция Дирака, сосредоточенная
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в моменте времени t, p(t, x) — интенсивность импульса. Как уже от-
мечалось, такие воздействия на систему называются позиционным им-
пульсным управлением, которое “срабатывает” только в узлах разбиения
h : t0 < t1 < . . . < tN = t0 + T отрезка I = [t0, t0 + T ].

В результате таких воздействий на решения включения ẋ ∈ F (t, x)

возникают ломаные Эйлера xh(t), которые на каждом промежутке
(tk, tk+1] совпадают с решениями задач Коши для дифференциального
включения

ẋ ∈ F (t, x), x(tk) = xh(tk) + p
(
tk, x

h(tk)
)
, k = 0, N − 1, xh(t0) = x0.

Здесь полагаем, что функция p(t, x) не зависит от переменной t, и
обозначаем ее p(x). Для разбиения h отрезка I введем в рассмотрение
последовательность задач ẋ(t) ∈ F

(
t, x(t)

)
+

N−1∑
k=0

p
(
x(t− τ ki )

)
δki (t− tk), i = 1, 2, . . . ,

x(t0) = x0 + p(x0)

(2.4.1)

при i → +∞. При каждом фиксированном k = 1, N − 1 для функций
δki (t) введем в рассмотрение условия:

(D1k) δki (t) = 0 (t 6 αki , t > βki ), δki (t) > 0 (αki < t < βki ), где αki → 0,
βki → 0, βki − αki 6 τ ki → 0 при i→ +∞;

(D2k)
βki∫
αki

δki (t)dt = 1, для любого i = 1, 2, . . ..

Учитывая, что αki → 0, βki → 0 и τ ki → 0 при i→ +∞, мы изначально
считаем эти величины настолько малыми, что интервалы (tk+α

k
i , tk+β

k
i ),

k = 1, N − 1, попарно не пересекаются.

Теорема 2.4.1. Пусть F (t, x) и p(x) удовлетворяют условиям лем-
мы 2.3.1, функции δki (t) — условиям (D1k)–(D2k). Тогда для любого фик-
сированного разбиения h отрезка I последовательность решений xhi (t)
задач (2.4.1) при i → +∞ сходится к ломаной Эйлера xh(t) в каждой
точке t ∈ I, такой что t 6= tk, k = 0, N − 1.
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Доказательство. С учетом замечания 2.3.1, применим теорему 2.3.1 к
включению (2.4.1) на отрезке Iε1 = [t0, t2 − ε] для произвольного ε > 0

настолько малого, что t1 ∈ Iε1 . При этом мы учитываем, что начиная
с некоторого номера i будет выполняться δ2

i (t) = 0 для всех t ∈ Iε1 . В
результате получим, что

xhi (t)→ xh(t) (2.4.2)

при любом t ∈ Iε1 , t 6= t1 t 6= t0. Тогда в силу правосторонней единственно-
сти решений включения ẋ ∈ F (t, x) и произвольности ε > 0 заключаем,
что (2.4.2) выполняется во всех точках отрезка [t0, t2] кроме точек tk,
k = 0, 1, 2.

Теперь в качестве начальных данных возьмем какую-либо точку
s ∈ (t1, t2) (например — середину этого интервала) и значение xhi (s)
ломаной Эйлера в этой точке. Применяя аналогичные рассуждения к
отрезку Iε2 = [s, t3 − ε] и учитывая правостороннюю единственность ре-
шений, заключаем, что (2.4.2) выполняется во всех точках отрезка [t0, t3]

кроме точек tk, k = 0, 1, 2, 3. Здесь мы учитывали, что, начиная с некото-
рого номера i, будет выполняться δki (t) = 0 для всех t ∈ Iε2 , k = 1, 2. Этот
процесс продолжается до точки tN−1 и на этом последнем шаге мы рас-
сматриваем отрезок [s, t0 + T ], где s — середина отрезка [tN−2, tN−1].

Рассмотрим задачи ẋ(t) ∈ F
(
t, x(t)

)
+ p
(
x(t− 0)

)N−1∑
k=1

δ(t− tk),

x(t0) = x0 + p(x0);

(2.4.3)

 ẋ(t) = Fλ
(
t, x(t)

)
+ p
(
x(t− 0)

)N−1∑
k=1

δ(t− tk),

x(t0) = x0 + p(x0),

(2.4.4)

где Fλ(t, x) — аппроксимация Иосиды для F (t, x).
Для (2.4.3) и (2.4.4) понятия обобщенных решений x(t) и xλ(t) вводят-

ся по аналогии с предыдущим, как разрывные в точках t1, . . . , tN−1 кри-
вые, доопределенные в них значениями x(tk−0) и xλ(tk−0) (k = 1, N − 1)
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и удовлетворяющие (2.4.3) и (2.4.4) во всех остальных точках отрезка I
соответственно.

Следствие 2.4.1. Пусть выполняются все условия теоремы 2.4.1. То-
гда для любого фиксированного разбиения h отрезка I существует кон-
станта K, зависящая от числа N точек разбиения h, такая, что для
любых обобщенных решений x(t) и xλ(t) включения (2.4.3) и уравнения
(2.4.4) соответственно выполняется

‖x(t)− xλ(t)‖ 6 K
√
λ

для любых 0 < λ < λ′, t ∈ I.

Доказательство вытекает из последовательного применения след-
ствия 2.3.1 к отрезкам [tk−1tk] и начальным условиям x(tk−1 + 0),
xλ(tk−1 + 0) для k = 1, N − 1.

Следствие 2.4.2. Пусть выполняются все условия теоремы 2.4.1. То-
гда для любого фиксированного разбиения h отрезка I существует кон-
станта K, зависящая от числа N точек разбиения h, такая, что для
любого обобщенного решения xλ(t) уравнения (2.4.4) и ломаной Эйлера
xh(t) включения ẋ ∈ F (t, x) выполняется

‖xh(t)− xλ(t)‖ 6 K
√
λ

для любых 0 < λ < λ′, t ∈ (t0, t0 + T ].

Доказательство. Из определения ломаной Эйлера xh(t) вытекает, что
на промежутке (t0, t0 + T ] она совпадает с обобщенным решением
включения (2.4.3) и тогда утверждение следствия вытекает из след-
ствия 2.4.1.

Замечание 2.4.1. Как отмечалось во введении, сеть ломаных Эйлера
называется импульсно-скользящим режимом, если в результате дей-
ствия корректирующих импульсов предельная справа точка ломаной
Эйлера оказывается на многообразии S = {(t, x) ∈ R × Rn : σj(t, x) =
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0, j = 1,m}, m 6 n. Для этой цели используется условие “сброса”:

σ
(
t, x+ p(t, x)

)
= 0,

p(t, x) = 0⇐⇒ σ(t, x) = 0.
(2.4.5)

Условие (2.4.5) является конструктивным для ломаных Эйлера, удо-
влетворяющих условиям (X1)–(X2), так как известна функция скачков
p(t, x) (интенсивность импульса). Однако для ломаных Эйлера, струк-
тура которых определяется условиями допустимости скачка из теоре-
мы 2.2.1, функция скачков имеет зависимость p(t, x, g(t, x)) и требует
дополнительного анализа.
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Глава 3

Импульсно-скользящие режимы управляе-
мых механических систем

3.1 Импульсно-скользящие режимы уравнений

Лагранжа второго рода

Рассмотрим механическую систему с n степенями свободы и с силами
сухого трения, движение которой, следуя [32], запишем в виде уравнений
Лагранжа второго рода

A(t, q)q̈ = g(t, q, q̇) +QA(t, q, q̇) +QT (t, q, q̇) + u (3.1.1)

с начальным условием (t0, q0, q̇0). В (3.1.1) 1 для нас представляет инте-
рес наличие разрывной по q̇ функции QT (t, q, q̇) (обобщенные силы ку-
лонова трения) и непрерывной, положительно определенной при любых
(t, q) ∈ I×Rn матрицы A(t, q), которая в общем случае может отличать-
ся от единичной матрицы. Будем предполагать, что управляющие силы
u носят характер импульсного воздействия: u← p(t, q, q̇)δt.

Запишем систему (3.1.1) с импульсным позиционным управлением в
виде включения

A(t, q)q̈ ∈ F (t, q, q̇) + u, (3.1.2)

где F (t, q, q̇) = g(t, q, q̇) +QA(t, q, q̇) +QT (t, q, q̇) — многозначное отобра-
жение, полученное в результате простейшего выпуклого доопределения
QT (t, q, q̇) в смысле Филиппова функции QT (t, q, q̇). При этом ломаные

1Детальное описание системы (3.1.1) см. в [32]
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Эйлера
(
qh(t), q̇h(t)

)
на каждом интервале (tk, tk+1], k = 0, N − 1, будут

совпадать с решениями задач Коши
A(t, q)q̈ ∈ F (t, q, q̇),

q(tk) = qh(tk),

q̇(tk) = q̇h(tk) + A−1
(
tk, q

h(tk)
)
p
(
tk, q

h(tk), q̇
h(tk)

)
,

(3.1.3)

где qh(t0) = q0, q̇h(t0) = q̇0. Под решением (3.1.3) на отрезке [tk, tk+1] бу-
дем понимать пару функций

(
q(t), q̇(t)

)
, состоящую из непрерывно диф-

ференцируемой функции q(t) и абсолютно-непрерывной функции q̇(t),
которые удовлетворяют начальным условиям и включению (3.1.3) п.в.
на [tk, tk+1].

Поставим цель управления: обеспечить движение системы по множе-
ству S, которое определяется n-мерной непрерывно дифференцируемой
функцией σ(t, q, q̇) с невырожденной на I × Rn × Rn матрицей Якоби
Iσ,q̇(t, q, q̇) по переменной q̇:

S =
{

(t, q, q̇) ∈ I ×Rn ×Rn : σ(t, q, q̇) = 0
}
.

Введем переменную χ = q̇, тогда включение (3.1.2) примет вид{
A(t, q)χ̇ ∈ F (t, q, χ) + u,

q̇ = χ.
(3.1.4)

Отметим, что при условии q̇ = χ идеальные импульсно-скользящие ре-
жимы включений (3.1.2) и (3.1.4) совпадают.

Воспользовавшись следующими обозначениями

x =

(
χ

q

)
, F̂ (t, x) =

(
F (t, q, χ)

χ

)
,

û =

(
u

0n

)
, Â(t, x) =

(
A(t, q) 0n×n

0n×n En

)
,
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где 0n — нулевой вектор-столбец размерности n, 0n×n — нулевая n × n
матрица, перепишем систему (3.1.4) в виде

Â(t, x)ẋ ∈ F̂ (t, x) + û. (3.1.5)

Здесь û — импульсное воздействие, которое определяется как абстракт-
ный оператор û← p̂(t, x)δt, где

p̂(t, x) =

(
p(t, q, χ)

0n

)
. (3.1.6)

Как и ранее, определим величину импульсного воздействия равенством

p̂(t, x) = B̂(t, x)σ(t, x).

Здесь σ(t, x) = σ(t, q, χ) = σ(t, q, q̇), B̂(t, x) с учетом (3.1.6) представляет
собой 2n× n матрицу вида

B̂(t, x) =

(
B̂1(t, x)

0n×n

)
,

где B̂1(t, x) — некоторая n× n матричная функция.
Пусть для включения (3.1.5) выполняются все условия след-

ствия 1.7.1. Тогда любой идеальный импульсно-скользящий режим вклю-
чения (3.1.5) с позиционным импульсным управлением и начальным
условием (t0, x0) совпадает на J со скользящим режимом включения

Â(t, x)ẋ ∈ F̂ (t, x) + B̂(t, x)ũ(t, x)

с разрывным позиционным управлением ũ(t, x) = H(t, x)sgn
(
σ(t, x)

)
и

начальным условием
(
t0, x0 + Â−1(t0, x0)p̂(t0, x0)

)
.
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Найдем матрицу B̂1(t, x). Из условия (1.7.4) следует:

σx(t, x)Â−1(t, x)B̂(t, x) =

=
(
Iσ,χ(t, x) Iσ,q(t, x)

)( A−1(t, x) 0n×n

0n×n En

)(
B̂1(t, x)

0n×n

)
=

=
(
Iσ,χ(t, x)A−1(t, x) Iσ,q(t, x)

)( B̂1(t, x)

0n×n

)
=

= Iσ,χ(t, x)A−1(t, x)B̂1(t, x) = −En.

Здесь Iσ,q(t, x) = Iσ,q(t, q, χ) и Iσ,χ(t, x) = Iσ,χ(t, q, χ) — матрицы Якоби
функции σ(t, q, χ) по переменным q и χ, соответственно, A(t, x) = A(t, q).
Таким образом B̂1(t, x) = −A(t, x)I−1

σ,χ(t, x) и

B̂(t, x) =

(
−A(t, x)I−1

σ,χ(t, x)

0n×n

)
. (3.1.7)

Следует отметить, что условие (1.3.3) для функции p̂(t, x) выполня-
ется в силу определения p̂(t, x) = B̂(t, x)σ(t, x). Неравенства (1.7.9) для
переменных (q, q̇) примут вид:

max
w∈A−1(t,q)F (t,q,q̇)

∣∣σit(t, q, q̇) + 〈∇q̇σ
i(t, q, q̇), w〉+ 〈∇qσ

i(t, q, q̇), q̇〉
∣∣
(t,q,q̇)∈S 6

6 Hi(t, q, q̇), i = 1, n. (3.1.8)

Условие (1.7.4) следует из (3.1.7). Таким образом имеет место следующая

Теорема 3.1.1. Пусть F (t, q, q̇) удовлетворяет условию (B3),
‖A−1(t, q)‖1 6 C, где C — некоторая константа. Пусть
существуют такие непрерывные положительные функции
Hi(t, q, q̇) : I × Rn × Rn → R, i = 1, n, что выполняются нера-
венства (3.1.8).

Тогда для системы (3.1.1) с импульсным позиционным управлением
существует идеальный импульсно-скользящий режим, и любой идеаль-
ный импульсно-скользящий режим системы (3.1.1) с начальным усло-
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вием (t0, q0, q̇0) на интервале J является скользящим режимом этой
системы с управляющим воздействием u = −A(t, q)I−1

σ,q̇ (t, q, q̇)ũ(t, q, q̇)

и начальным условием
(
t0, q0, q̇0 − I−1

σ,q̇ (t0, q0, q̇0)σ(t0, q0, q̇0)
)
.

3.2 Принцип декомпозиции Е.С. Пятницкого для

механических систем с сухим трением и им-

пульсным воздействием

Далее рассмотрим множество S вида:

S =
{

(t, q, q̇) ∈ I ×Rn ×Rn : σ(t, q, q̇) = q̇ − ϕ(t, q) = 0
}
,

где ϕ(t, q) — непрерывно дифференцируемая n-мерная вектор-функция.
Тогда Iσ,q̇ ≡ E,

B̂(t, q, q̇) =

(
−A(t, q)

0n×n

)
,

начальные условия
(
t0, q0, q̇0 − I−1

σ,q̇ (t0, q0, q̇0)σ(t0, q0, q̇0)
)

примут вид(
t0, q0, ϕ(t0, q0)

)
, и в силу теоремы 3.1.1 имеет место следующее

Следствие 3.2.1. Пусть F (t, q, q̇) удовлетворяет условию (B3),
‖A−1(t, q)‖A 6 C, где C — некоторая константа. Пусть существуют
такие непрерывные положительные функции Hi(t, q, q̇) : I×Rn×Rn →
R, i = 1, n, что выполняются неравенства

max
w∈A−1(t,q)F (t,q,q̇)

∣∣−ϕit(t, q) + wi − 〈∇qϕ
i(t, q), ϕ(t, q)〉

∣∣
q̇=ϕ(t,q)

6

6 Hi(t, q, q̇), i = 1, n. (3.2.1)

Тогда для системы (3.1.1) с импульсным позиционным управлением
существует идеальный импульсно-скользящий режим, и любой идеаль-
ный импульсно-скользящий режим системы (3.1.1) с начальным усло-
вием (t0, q0, q̇0) на интервале J является скользящим режимом этой
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системы с матрицей при разрывном позиционном управлении:

u = −A(t, q)ũ(t, q, q̇) (3.2.2)

и начальным условием
(
t0, q0, ϕ(t0, q0)

)
, где ũi = Hi(t, q, q̇)sgn

(
q̇i −

ϕi(t, q)
)
.

Здесь wi — i-я координата вектора w, ϕit(t, q) — частная производ-
ная по времени i-й координаты векторной функции ϕ(t, q), ∇qϕ

i(t, q) —
градиент i-й координаты векторной функции ϕ(t, q) по переменной q.

Так как левая часть неравенств (3.2.1) содержит элементы w из зна-
чений многозначного отображения A−1(t, q)F (t, q, q̇), то проверка этих
неравенств может представлять определенные трудности. В связи с этим
рассмотрим систему (3.1.1) с разрывным позиционным управлением

u = u(t, q, q̇), (3.2.3)

где ui(t, q, q̇) = −H isgn
(
q̇i − ϕi(t, q)

)
, i = 1, n. Для данного случая мат-

ричная функция A(t, q) предполагается непрерывной, симметричной, по-
ложительно определенной на I×Rn. Для этой системы в [62] были сфор-
мулированы неравенства на ресурсы управления, аналогичные (3.2.1):∣∣∣∣∣

n∑
k=1

aik

(
∂ϕk
∂t

+
n∑
j=1

∂ϕk
∂qj

ϕj

)
−
[
gi +QA

i +QT
i

]∣∣∣∣∣
q̇=ϕ(t,q)

6 H i, i = 1, n,

(3.2.4)
которые выполняются в точках непрерывности функций QT

i , i = 1, n.
Предположим, что неравенства (3.2.4) выполняются. Перепишем си-

стему (3.1.1) c управлением (3.2.3) в виде

A(t, q)q̈ ∈ F (t, q, q̇) + u(t, q, q̇), (3.2.5)

где F (t, q, q̇) = g(t, q, q̇) +QA(t, q, q̇) +QT (t, q, q̇) — многозначное отобра-
жение, полученное в результате выпуклого доопределения QT (t, q, q̇) по
Филиппову разрывной функции QT (t, q, q̇), и найдем многозначное экви-
валентное управление, продифференцировав систему q̇ = ϕ(t, q) в силу
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включения (3.2.5):

U
∗eq

(t, q, q̇) = A(t, q)
(
ϕt(t, q) + Iϕ,q(t, q)ϕ(t, q)

)
− F (t, q, q̇),

где Iϕ,q(t, q) — матрица Якоби векторной функции ϕ по переменной q.
Для системы (3.1.1) с управлением (3.2.2) многозначное эквивалент-

ное управление примет вид:

Ũ ∗eq(t, q, q̇) = −ϕt(t, q)− Iϕ,q(t, q) + A−1(t, q)F (t, q, q̇).

Отметим, что −A(t, q)Ũ ∗eq(t, q) ≡ U
∗eq

(t, q). Таким образом, для системы
(3.1.1) с управлениями (3.2.2) и (3.2.3) скользящие режимы удовлетворя-
ют одному и тому же дифференциальному включению, но условия (3.2.1)
и (3.2.4) их возникновения различаются. Если для системы с управлени-
ем (3.2.2) выполняются условия (3.2.1), а для (3.2.3) — условия (3.2.4),
то множества скользящих режимов этих систем совпадают.

Следствие 3.2.2. Пусть F (t, q, q̇) удовлетворяет условию (B3),
A(t, q) — симметричная матрица, ‖A−1(t, q)‖1 6 C, где C — некото-
рая константа. Пусть существуют такие непрерывные положитель-
ные функции Hi(t, q, q̇) : I × Rn × Rn → R, i = 1, n, что выполняются
неравенства (3.2.4).

Тогда для системы (3.1.1) с импульсным позиционным управлением
существует идеальный импульсно-скользящий режим, и любой идеаль-
ный импульсно-скользящий режим системы (3.1.1) с начальным усло-
вием (t0, q0, q̇0) на интервале J является скользящим режимом этой
системы с разрывным позиционным управлением (3.2.3) и начальным
условием

(
t0, q0, ϕ(t0, q0)

)
.

3.3 Двухзвенный манипулятор на шероховатой го-

ризонтальной плоскости

Рассмотрим движение двухзвенного манипулятора в горизонтальной
плоскости (см. рис. 3.1). Звенья представляют собой невесомые стерж-
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ни OA и AB. Стержень OA длины l1 крепится в точке O к шарниру с
двумя степенями свободы (не может вращаться вокруг оси OA). В точке
A стержень OA опирается на шероховатую плоскость с коэффициен-
том терния скольжения f . Стержень AB длины l2 крепится к первому
стержню в точке A при помощи плоского шарнира (может вращаться
вокруг вертикальной оси, проходящей через точку A) массы m1 и в точ-
ке B на поверхность не опирается. К точке B прикреплен груз массы
m2. В качестве обобщенных координат системы выберем углы ϕ1 и ϕ2.
В шарнирах трение отсутствует, есть упругая связь с коэффициентами
пропорциональности k1 и k2 углам ϕ1 и β = ϕ2 − ϕ1.

Рис. 3.1. Двухзвенный манипулятор (вид сверху)

Моменты инерции I1, I2 шарнира в точке A и груза в точке B отно-
сительно точек O и A, соответственно, определяются из формул

I1 = m1l
2
1, I2 = m2l

2
2.

Кинетическая и потенциальная энергии системы равны

T =
1

2
I1ϕ̇

2
1+

1

2

(
m2l

2
1ϕ̇

2
1 + 2m2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos β + I2ϕ̇

2
2

)
, Π =

1

2

(
k1ϕ

2
1 + k2β

2
)
.
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Таким образом, уравнения Лагранжа второго рода

d

dt
(
∂T

∂ϕ̇i
)− ∂T

∂ϕi
= − ∂Π

∂ϕi
+QN

i , i = 1, 2,

где QN
1 = QT , QN

2 = 0 представляют собой обобщенные силы кулонова
трения, для описанной механической системы с учетом выпуклого до-
определения по Филиппову, примут вид:{

A11ϕ̈1 + A12ϕ̈2 ∈ B12ϕ̇
2
2 +Q1 +QT ,

A21ϕ̈1 + A22ϕ̈2 = −B12ϕ̇
2
1 +Q2.

(3.3.1)

Здесь QT — многозначное отображение, представляющее собой простей-
шее выпуклое доопределение обобщенной силы трения Q′T , которая рав-
на:

Q′T (ϕ) =


−fl1Nsgn ϕ̇1, ϕ̇1 6= 0,

Q0
T , ϕ̇1 = 0, f l1N > |Q0

T |

fl1NsgnQ0
T , ϕ̇1 = 0, f l1N < |Q0

T |,

(3.3.2)

Q0
T = Q0

T (ϕ) = A12ϕ̈2 + k1ϕ1 −B12ϕ̇
2
2 − k2(ϕ2 − ϕ1),

N = N(ϕ) = g
(
m1 +m2

l1+l2 cos(ϕ2−ϕ1)
l1

)
,

N — сила нормальной реакции опоры в точке A, g — ускорение сво-
бодного падения. Остальные свободные члены и коэффициенты системы
(3.3.1) рассчитываются по формулам

A11 = I1 +m2l
2
1, A22 = I2,

A12 = A12(ϕ) = m2l1l2 cos(ϕ2 − ϕ1), B12 = B12(ϕ) = m2l1l2 sin(ϕ2 − ϕ1),

Q1 = −k1ϕ1 + k2(ϕ2 − ϕ1), Q2 = −k2(ϕ2 − ϕ1).

Положения равновесия системы (3.3.1) могут быть найдены при под-
становке равенств ϕ̇1 = ϕ̇2 = 0 и ϕ̈1 = ϕ̈2 = 0 в уравнения (3.3.1) и
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представляют собой точки (ϕ1, ϕ2), такие, что ϕ1 = ϕ2,

|ϕ1| 6
fg
(
m1l1 +m2(l1 + l2)

)
k1

.

Предположим, что первый стержень в некоторый момент t′ прекра-
тил движение и находится в положении ϕ1 = C0. Тогда ϕ̇1 = ϕ̈1 = 0,
ϕ2 = β + ϕ1, ϕ̇2 = β̇, ϕ̈2 = β̈. Исходная система (3.3.1) примет вид{

A12β̈ −B12β̇
2 ∈ Q1 +QT ,

A22β̈ = Q2.
(3.3.3)

Из второго выражения системы (3.3.3) следует, что второй стержень бу-
дет совершать незатухающие колебания. Пусть β̂(t) = C1 cos

(√
k2
I2
t
)

+

C2 sin
(√

k2
I2
t
)

— решение уравнения A22β̈ = Q2. Здесь C1 и C2 — неко-
торые константы, зависящие от начальных данных. Тогда из первого
выражения системы (3.3.3) и определения (3.3.2) обобщенной силы тре-
ния при относительном покое ϕ̇1 = 0 следует, что для всех последующих
моментов времени t > t′ должно выполняться неравенство

|A12β̈ −B12β̇
2 −Q1| 6 fl1N

(
β̂(t)

)
, (3.3.4)

где ϕ1 = C0, β = β̂(t). Очевидно, что это неравенство не может выпол-
няться для произвольных констант C1 и C2 и по сути задает ограничения,
при которых сила трения обеспечивает остановку первого стержня, в то
время как второй стержень будет продолжать движение, и вся система
будет двигаться по закону ϕ1(t) = C0,

ϕ2(t) = C0 + C1 cos
(√

k2
I2
t
)

+ C2 sin
(√

k2
I2
t
)
.

Условия реализации этого движения получаются, если из второго выра-
жения (3.3.3) получить β̈ = Q2/A22 и подставить в (3.3.4), полагая при
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этом ϕ1 = const и ϕ̇1 = 0. Таким образом, сила трения в точке A не
обеспечивает остановку второго стержня.

Добавим в механическую систему управляющее воздействие и в каче-
стве цели управления выберем требование движения системы по закону{

ϕ̇1 = c1ϕ1,

ϕ̇2 = c2ϕ2.
(3.3.5)

Здесь c1 и c2 — некоторые отрицательные константы. Целевое множество
S примет вид

S =
{

(t, ϕ, ϕ̇) ∈ I ×R2 : ϕ̇i = ciϕi, i = 1, 2
}
.

Запишем систему (3.3.1) с разрывным позиционным управлением ũ =

(ũ1, ũ2) в виде:{
A11ϕ̈1 + A12ϕ̈2 −B12ϕ̇

2
2 ∈ Q1 +QT − A11ũ1 − A12ũ2,

A22ϕ̈2 + A12ϕ̈1 +B12ϕ̇
2
1 = Q2 − A12ũ1 − A22ũ2.

(3.3.6)

Здесь ũi = ũi(t, ϕ, ϕ̇) = Hisgn (ϕ̇i − ciϕi), i = 1, 2, H1 и H2 — некоторые
положительные константы, представляющие собой ресурс управления.

Неравенства (3.2.1) для системы (3.3.6) примут вид

max
w∈A−1(t,ϕ)F (t,ϕ,ϕ̇)

|wi − c2
iϕi|(t,ϕ,ϕ̇)∈S 6 Hi, i = 1, 2, (3.3.7)

где

A−1(t, ϕ)F (t, ϕ, ϕ̇) =

=
1

detA(t, ϕ)

(
A22B12c

2
2ϕ

2
2 + A22Q1 + A22QT + A12B12c

2
1ϕ

2
1 − A12Q2

−A12B12c
2
2ϕ

2
2 − A12Q1 − A12QT − A11B12c

2
1ϕ

2
1 + A11Q2

)
.
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В случае системы с разрывным позиционным управлением u =

(u1, u2) вида {
A11ϕ̈1 + A12ϕ̈2 −B12ϕ̇

2
2 ∈ Q1 +QT + u1,

A22ϕ̈2 + A12ϕ̈1 +B12ϕ̇
2
1 = Q2 + u2,

(3.3.8)

где ui = −H1sgn (ϕ̇i − ciϕi), i = 1, 2, неравенства (3.2.4) примут вид∣∣A11c
2
1ϕ1 + A12c

2
2ϕ2 − (B12c

2
2ϕ

2
2 +Q1 +QT )

∣∣
(t,ϕ,ϕ̇)∈S 6 H1,∣∣A12c

2
1ϕ1 + A22c

2
2ϕ2 − (−B12c

2
1ϕ

2
1 +Q2)

∣∣
(t,ϕ,ϕ̇)∈S 6 H2.

(3.3.9)

Первое из неравенств (3.3.9) представляет собой, по сути, некоторое со-
отношение между ресурсом управления H1 и пороговым значением си-
лы трения fl1N , и его нарушение приведет к остановке первого стержня
(ϕ̇1 ≡ 0, ϕ1 = const) за конечное время. При этом второй стержень будет
двигаться по закону

A22ϕ̈2 = Q2 + u2,

который при выполнении второго неравенства (3.3.9) будет соответство-
вать уравнению ϕ̇2 = c2ϕ2.

Аналогичную связь между силой трения и ресурсом H1 можно полу-
чить и для системы (3.3.6) c управлением ũ. Для этого предположим, что
первый стержень находится в состоянии покоя (ϕ1 = const), и ϕ1 6= 0.
Это означает, что управляющее воздействие ũ1 будет постоянным и при-
мет значение H1 или −H1 в зависимости от знака ϕ1 (ϕ̇1−c1ϕ1 6= 0). Так
как ϕ1 = const, ϕ̇1 = ϕ̈1 = 0, то движение второго стержня описывается
уравнением

A22ϕ̈2 = Q2 − A12ũ1 − A22ũ2.

Пусть ϕ̂2(t) — решение этого уравнения, тогда из системы (3.3.6) следует
неравенство∣∣∣∣A12Q2

A22
−B12ϕ̇

2
2 −Q1 +

(
A11 −

A2
12

A22

)
ũ1

∣∣∣∣ 6 fl1N, (3.3.10)
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где ϕ1 = const, ϕ2 = ϕ̂2(t). Неравенство (3.3.10) показывает, что при
малом ресурсе H1 и нарушении первого неравенства (3.3.7) первый стер-
жень остановится под действием силы трения в положении ϕ̇1 = 0. Уве-
личение ресурса H2 приведет лишь к выполнению второго неравенства
(3.3.7) и движению второго стержня по закону ϕ̇2 = c2ϕ2.

Приведенные выше выкладки показывают, что анализ и проверка
условий (3.3.9) в сравнении с условиями (3.3.7) являются более просты-
ми.

При усилении условий (3.3.9):∣∣A11c
2
1ϕ1 + A12c

2
2ϕ2 − (B12c

2
2ϕ

2
2 +Q1 +QT )

∣∣
(t,ϕ,ϕ̇)∈S 6 H1 − ε,∣∣A12c

2
1ϕ1 + A22c

2
2ϕ2 − (−B12c

2
1ϕ

2
1 +Q2)

∣∣
(t,ϕ,ϕ̇)∈S 6 H2 − ε,

и при достаточно больших H1, H2 движение системы (3.3.8) по мно-
жеству S будет устойчиво реализовываться по закону (3.3.5) (см. тео-
рему 2 из [62]), который экспоненциально будет приближать ее в поло-
жение ϕ1 = ϕ2 = ϕ̇1 = ϕ̇2 = 0. Позиционное импульсное управление
u ← p(t, ϕ, ϕ̇)δt решит эту же задачу при любых возможных наруше-
ниях условий (3.3.9) и даже при отсутствии разрывного позиционного
управления u, но при этом идеальный импульсно-скользящий режим,
как обычный скользящий режим системы (3.3.8), будет неустойчивым.
Те же самые рассуждения верны и для условий (3.3.7) и системы (3.3.6)
(см. теорему 1.4.3).
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Заключение

Сформулируем основные результаты диссертации.

1. Исследованы общие свойства импульсно-скользящих режимов для
дифференциальных включений, полученных в результате про-
цедуры дискретизации импульсного позиционного управления.
Для описания идеального импульсно-скользящего режима полу-
чено дифференциальное включение с разрывными позиционны-
ми управлениями. Доказана теорема о взаимосвязи идеального
импульсно-скользящего режима и скользящих режимов дифферен-
циальных включений.

2. Исследована структура разрывных траекторий дифференциально-
го включения с изолированными импульсами Дирака в правой ча-
сти в зависимости от характера предельных переходов на последо-
вательностях решений этого же включения при замене в нем им-
пульса Дирака последовательностями его непрерывных аппрокси-
маций дельтообразными функциями. Доказана теорема об аппрок-
симации импульсно-скользящих режимов непрерывными решени-
ями дифференциального включения с дельтообразными функция-
ми в правой части и обобщенными решениями дифференциального
уравнения с аппроксимацией Иосиды исходного дифференциально-
го включения в правой части.

3. Для механических систем с сухим трением, представленных урав-
нениями Лагранжа второго рода, исследованы условия комбини-
рованного использования разрывных позиционных и импульсных
управлений в задаче стабилизации режимов декомпозиции на ос-
нове принципа декомпозиции Е.С. Пятницкого. Рассмотрены со-
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держательные примеры исследования механических систем с им-
пульсными воздействиями с одной и с двумя степенями свободы.
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Список основных предположений

Пусть xh : I → Rn — некоторая функция.
(X1) xh(t) абсолютно непрерывна на каждом промежутке (tk, tk+1].
(X2) xh(t0) = x0, xh(tk + 0) = xh(tk) + p

(
tk, x

h(tk)
)
, k = 0, N − 1.

Пусть {δi(t)} — последовательность непрерывных функций.
(D1) δi(t) = 0 (t 6 αi, t > βi), δi(t) > 0 (αi < t < βi), где αi → 0,

βi → 0, βi − αi 6 τi → 0 при i→ +∞.

(D2)
βi∫
αi

δi(t)dt = 1, для любого i = 1, 2, . . .

Пусть {δki (t)}, k = 1, N , i = 1, 2, . . . — последовательности непрерыв-
ных функций.

(D1k) δki (t) = 0 (t 6 αki , t > βki ), δki (t) > 0 (αki < t < βki ), где αki → 0,
βki → 0, βki − αki 6 τ ki → 0 при i→ +∞.

(D2k)
βki∫
αki

δki (t)dt = 1, для любого i = 1, 2, . . .

Пусть F : (α, β)×Rn → Rm — многозначное отображение.

Условие A. Для любых точек t ∈ (α, β) и x, y ∈ Rn выполняется
неравенство

(x− y)TA(t, x)(u− v) 6 l‖x− y‖2

для любых u ∈ F (t, x) и v ∈ F (t, y), где l > 0 — константа, A(t, x) =

[aij(t, x)]ni,j=1 — некоторая симметричная, положительно определенная
и непрерывно дифференцируемая матрица, собственные значения ко-
торой ограничены некоторым отрезком [c, d], 0 < c 6 d < +∞.

(B1) (свойство суперпозиционной измеримости) Для любой непре-
рывной функции x : (α, β) → Rn многозначное отображение t →
F
(
t, x(t)

)
измеримо.

(B2) При почти каждом t ∈ (α, β) отображение x → F (t, x) полуне-
прерывно сверху.

(B3) (условие подлинейного роста) Существует такая суммируемая по
Лебегу на каждом конечном промежутке функция l(t), что для любых
(t, x) ∈ (α, β)×Rn, w ∈ F (t, x) выполняется неравенство ‖w‖n 6 l(t)

(
1+

‖x‖n
)
.
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(S1) F (t, x) является ограниченным полунепрерывным сверху много-
значным отображением с выпуклыми компактными значениями.

(S2) Для отображения F (t, x) выполняется условие A.
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