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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàç-
äûâàþùèì àðãóìåíòîì íà÷àëà èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ â ñåðåäèíå ïðîøëîãî
ñòîëåòèÿ. Óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ, ñêî-
ðîñòü èçìåíåíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî íàñòîÿùèì, íî è ïðåäøå-
ñòâóþùèì ñîñòîÿíèÿìè. Îíè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òåîðèè àâòîìà-
òè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ, àâòîìàòèêè è òåëåìåõàíèêè, ðàäèî-
ôèçèêè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ èììóíîëîãèè, ïðè èçó÷åíèè ãåííûõ
ñåòåé, ýêîíîìèêè è ò. ä.

Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çà-
ïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Ýòîé
òåìàòèêå ïîñâÿùåí ðÿä ìîíîãðàôèé (ñì., íàïðèìåð, êíèãè À.Ä. Ìûøêèñà
(1951), Ë.Ý. Ýëüñãîëüöà (1955), Í.Í. Êðàñîâñêîãî (1959), Ý. Ïèííè (1961),
Ð. Áåëëìàíà è Ê. Êóêà (1967), Â.Ï. Ðóáàíèêà (1969), À. Õàëàíàÿ è Ä. Âåêñëå-
ðà (1971), Ë.Ý. Ýëüñãîëüöà è Ñ.Á. Íîðêèíà (1971), Þ.À. Ìèòðîïîëüñêîãî è
Ä.È. Ìàðòûíþêà (1979), Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî è Â.Ð. Íîñîâà (1981), Ñ.Í. Øè-
ìàíîâà (1983), Äæ. Õåéëà (1984), Ä.Ã. Êîðåíåâñêîãî (1989), Í.Â. Àçáåëå-
âà, Â.Ï. Ìàêñèìîâà è Ë.Ô. Ðàõìàòóëëèíîé (1991), Þ.Ô. Äîëãîãî (1996),
Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî è À.Ä. Ìûøêèñà (1999), Í.Â. Àçáåëåâà è Ï.Ì. Ñèìî-
íîâà (2001), Ê. Ãó, Â.Ë. Õàðèòîíîâà è Äæ. ×åíà (2003) è äð.).

Èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çà-
ïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì íà÷àëèñü áîëåå ïîëóâåêà íàçàä â ðàáîòàõ À.À. Àí-
äðîíîâà è À.Ã. Ìàéåðà, Ð. Áåëëìàíà, Í.Í. Êðàñîâñêîãî, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà,
Á.Ñ. Ðàçóìèõèíà, Í.Ã. ×åáîòàðåâà è Í.Í. Ìåéìàíà, Ë.Ý. Ýëüñãîëüöà è äð. Ê
íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàèáîëåå èçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, ïðè ýòîì øèðîêîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå ïîëó÷èëè ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Îäíàêî ïðè èññëåäîâàíèè
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé êîíêðåòíûõ ñèñòåì èñïîëüçîâàíèå
ýòèõ ìåòîäîâ ìîæåò áûòü çàòðóäíèòåëüíûì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèáëèæåííîå
âû÷èñëåíèå êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé çàäà÷åé
(ïðè ýòîì èõ ìîæåò áûòü ñ÷åòíîå ÷èñëî), ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà çàäà÷à ÿâ-
ëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïëîõî îáóñëîâëåííîé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âîçìóùå-
íèé. Ïîýòîìó áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò ðàçëè÷íûå ïðèçíàêè ïðèíàäëåæíîñòè
êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâà-
þùèì àðãóìåíòîì äëÿ ýòîé öåëè çà÷àñòóþ èñïîëüçóþò ìåòîä D-ðàçáèåíèé,
àìïëèòóäíî-ôàçîâûé ìåòîä, ìåòîä Ìåéìàíà�×åáîòàðåâà, à òàêæå ìåòîäû,
îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè àíàëîãîâ òåîðåì Ëÿïóíîâà. Îäíèì èç íàèáî-
ëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî.
Äîñòîèíñòâîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ôîðìóëèðîâîê óòâåðæäåíèé
è ñâåäåíèå èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ê ðåøåíèþ õîðîøî
îáóñëîâëåííûõ çàäà÷. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ñ ïîìîùüþ
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êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà Êðåéíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå
óáûâàíèå ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçî-
âàíèå ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëîãè
òàêèõ îöåíîê äëÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì
àðãóìåíòîì.

Çàäà÷à î ïîëó÷åíèè àíàëîãîâ îöåíêè Êðåéíà äëÿ ðåøåíèé àâòîíîìíûõ
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñ ïî-
ìîùüþ íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëîâ è áåç íàõîæäåíèÿ êîðíåé êâàçèìíîãî÷ëåíîâ
áûëà ðåøåíà îòíîñèòåëüíî íåäàâíî (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû 1,2,3,4). Ìåòîäû,
ïðåäëîæåííûå â äàííûõ ðàáîòàõ, îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ìî-
äèôèêàöèé ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî. Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâà-
íèå ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü àíàëîãè îöåíêè Êðåéíà äëÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, à òàêæå óêàçàòü
ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ.

Â îòëè÷èå îò àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþ-
ùèì àðãóìåíòîì çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé íåàâòî-
íîìíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåíåå èçó÷åííîé. Îñíîâíûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì
íàïðàâëåíèè ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çà-
ïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Îñíîâû òåî-
ðèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé çàëîæåíû â ðàáîòàõ À.Ì. Çâåð-
êèíà, À. Ñòîêñà, À. Õàëàíàÿ, Â. Õàíà, Äæ. Õåéëà, Ñ.Í. Øèìàíîâà. Îñíîâ-
íûì ïîäõîäîì â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè Ôëîêå è èñ-
ïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè. Ïîìèìî óêàçàííîãî ïîäõîäà â ëèòåðàòó-
ðå ðàçâèâàþòñÿ: ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, ìåòîä ìîíîòîííûõ îïåðàòî-
ðîâ, ìåòîä ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóþùèå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé íåàâòîíîìíûõ
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ïðîâå-
ðèòü äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Òðóäíîñòè âîçíèêàþò òàêæå ïðè îïèñàíèè îáëàñòåé
ïðèòÿæåíèÿ â ñëó÷àå ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðè ïîëó÷åíèè
àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ðåøåíèé ïðè t → ∞.

Âïåðâûå àíàëîãè îöåíîê Êðåéíà äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòà-

1
Kharitonov V.L., Hinrichsen D. Exponential estimates for time delay systems // Systems Control

Lett. 2004. V. 53, No. 5. P. 395�405.
2
Õóñàèíîâ Ä.ß., Èâàíîâ À.Ô., Êîæàìåòîâ À.Ò. Îöåíêè ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñòàöè-

îíàðíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì // Äèô-
ôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2005. Ò. 41, � 8. Ñ. 1137�1140.

3
Äåìèäåíêî Ã.Â., Ìàòâååâà È.È. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì // Âåñòíèê ÍÃÓ. Ñåð. Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîð-
ìàòèêà. 2005. Ò. 5, � 3. Ñ. 20�28.

4
Mondi�e S., Kharitonov V.L. Exponential estimates for retarded time-delay systems: an LMI

approach // IEEE Trans. Automat. Control. 2005. V. 50, No. 2. P. 268�273.
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ìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ 3, 5. Ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ
îöåíîê ïðèìåíÿëàñü íîâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñ-
êîãî, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà.

Îñíîâûâàÿñü íà èäåÿõ èç ñòàòåé 3, 5, â ðàáîòàõ Ã.Â. Äåìèäåíêî è È.È. Ìàò-
âååâîé áûëè ïðåäëîæåíû ìîäèôèêàöèè ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñ-
êîãî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè è
ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Îíè ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü îöåíêè ðåøå-
íèé, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè íåðàâåíñòâ Êðåéíà, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñêî-
ðîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Àêòóàëüíîé
ïðîáëåìîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ
äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà. Â
äèññåðòàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì óêàçàííûõ ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèîíàëîâ
Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè è ïåðèîäè÷åñêèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ, íàõîæäåíèå ìíîæåñòâ íà÷àëüíûõ äàííûõ,
ãàðàíòèðóþùèõ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé íà÷àëüíûõ çàäà÷ �â öåëîì�, è ïîëó-
÷åíèå îöåíîê, õàðàêòåðèçóþùèõ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì íà áåñ-
êîíå÷íîñòè.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Êëàññû ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè è ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ áûëè èñïîëüçî-
âàíû ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî, ââåäåííûå â
ðàáîòàõ 3, 5,6. Âñïîìîãàòåëüíûì àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ ïîñëóæèëè ìåòîäû
òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è òåîðèè ìàòðèö.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà èññëåäîâàí âîïðîñ îá ýêñïîíåíöè-
àëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ. Áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ñïåêòðàëüíîé èíôîðìàöèè óñòàíîâëåíû îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü
óáûâàíèÿ ðåøåíèé ïðè t → ∞. Ýêñïîíåíöèàëüíûå ïîêàçàòåëè è ïðåäýêñïî-
íåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè ïîëó÷åíû â ÿâíîì âèäå, ïðè ýòîì îíè çàâèñÿò îò âå-
ëè÷èí, íàõîæäåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îáóñëîâëåííîé çàäà÷åé ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

5
Äåìèäåíêî Ã.Â., Ìàòâååâà È.È. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çà-

ïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ // Ñèá. ìàò.
æóðí. 2007. Ò. 48, � 5. Ñ. 1025�1040.

6
Demidenko G.V. Stability of solutions to linear di�erential equations of neutral type // J. Anal.

Appl. 2009. V. 7, No 3. P. 119�130.
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Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
â äèññåðòàöèè, îáóñëîâëåíà ñòðîãîñòüþ äîêàçàòåëüñòâ, ïðèìåíåíèåì èçâåñò-
íûõ ìåòîäîâ èç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåî-
ðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, à òàêæå
îáñóæäåíèÿìè íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.Ïîëó÷åííûå â äèññåðòà-
öèè ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò òåîðèþ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ïî ïåðâîìó ïðè-
áëèæåíèþ. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõ ñè-
ñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà, âîçíèêàþùèõ â ïðàê-
òè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ìîãóò
áûòü ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëü-
íîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé íåéòðàëüíîãî òèïà ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

Èññëåäîâàíèÿ ïî òåìå äèññåðòàöèè ïðîâîäèëèñü ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ
�Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009�
2013 ãã. (ãîñóäàðñòâåííûé êîíòðàêò � 16.740.11.0127), Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 13-01-00329, � 14-01-31528) è
Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (ìåæäèñöèïëèíàðíûé ïðî-
åêò � 80).

Ñîîòâåòñòâèå äèññåðòàöèè ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè. Â
äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè è ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè
â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ. Èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íà÷àëüíûõ
çàäà÷ íà âñåé ïîëóîñè è ïîëó÷åíû îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü óáûâà-
íèÿ ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó îáëàñòü èññëåäîâàíèé ñîîòâåòñòâóåò
ïóíêòó 9 �òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé� â ñïèñêå
�îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ�, îïðåäåëåííîì ïàñïîðòîì ñïåöèàëüíîñòè 01.01.02.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà êîí-
ôåðåíöèÿõ: XLVIII, XLIX è LI Ìåæäóíàðîäíûå íàó÷íûå ñòóäåí÷åñêèå êîí-
ôåðåíöèè �Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ� (ã. Íîâîñèáèðñê, 2010 ã.,
2011 ã., 2013 ã.); IX ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-
2010� (ã. Êàçàíü, 2010 ã.); IV Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòèêà, åå
ïðèëîæåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå� (ã. Óëàí-Óäý, 2011 ã.); Ìåæäó-
íàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è
ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå� (ã. Âîëãîäîíñê, 2011 ã.); Øêîëà-êîíôåðåíöèÿ
ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó àíàëèçó (ã. Ãîðíî-Àëòàéñê, 2012 ã.); IV Ìåæäóíàðîäíàÿ
êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæå-
íèÿ�, ïîñâÿùåííàÿ ß.Á. Ëîïàòèíñêîìó (Óêðàèíà, ã. Äîíåöê, 2012 ã.); Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ
�Ëîìîíîñîâ-2013� (ã. Ìîñêâà, 2013 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëè-
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æåíèé�, ïîñâÿùåííàÿ 105-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (ã. Íîâî-
ñèáèðñê, 2013 ã.); Êðûìñêàÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ
(Óêðàèíà, ã. Ñóäàê, 2013 ã.).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðå Èíñòèòóòà
ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ �Èçáðàííûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà� (ðóêîâîäèòåëü: ïðîôåññîð Ã.Â. Äåìèäåíêî) è íà ñåìèíàðå ïî äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, óïðàâëåíèþ è ñèñòåìíîìó àíàëèçó Èíñòèòóòà
äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü: ïðîôåññîð
Â.À. Äûõòà).

Ïóáëèêàöèè è ëè÷íûé âêëàä. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 15
ðàáîò, èç íèõ 4 ñòàòüè [1]�[4] â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ äëÿ îïóá-
ëèêîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
àâòîðîì ëè÷íî è íå íàðóøàþùèå àâòîðñêèõ ïðàâ äðóãèõ ëèö. Â ðàáîòå [1]
Ã.Â. Äåìèäåíêî ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè èññëåäóåìûõ çàäà÷, ïîñòðîåíèå ìî-
äèôèöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî, äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåì îá óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì è ïî÷òè ëèíåéíîì ñëó÷àÿõ. Ò.Â. Êîòîâîé
ïðèíàäëåæèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðîáàñòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè. Â ðàáîòå [3] Ã.Â. Äåìèäåíêî ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè èññëåäóåìûõ
çàäà÷, ïîëó÷åíèå îöåíîê ðåøåíèé ñèñòåì ïðè îäíîì çàïàçäûâàíèè. Å.Ñ. Âî-
äîïüÿíîâó ïðèíàäëåæèò óñòàíîâëåíèå îöåíêè äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ôóíê-
öèîíàëà Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ çàïàçäûâàíèé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ
ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû. Îáúåì ðàáîòû � 165 ñòðàíèö. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò
120 íàèìåíîâàíèé.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó Ã.Â. Äåìèäåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîääåðæêó,
à òàêæå ê.ô.-ì.í. Ë.Í. Áîíäàðü è ê.ô.-ì.í. È.È. Ìàòâååâîé çà ïîëåçíûå äèñ-
êóññèè è ïîìîùü â ðàáîòå.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî òåìå äèñ-
ñåðòàöèè, â òîì ÷èñëå èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè,
ôîðìóëèðóþòñÿ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è
èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè â ëèíåéíîé ÷àñòè

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = Ay(t) +By(t− τ) + F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0, (1)
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ãäå F (t, u, v)� âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî u è îöåíêå

∥F (t, u, v)∥ ≤ q1∥u∥1+ω1 + q2∥v∥1+ω2 , qi, ωi ≥ 0, i = 1, 2. (2)

Îñíîâíàÿ öåëü � èçó÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (1) ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ â ñëó÷àå, êîãäàD � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà,
è åå ñïåêòð ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó.

Äëÿ èçëîæåíèÿ äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà íàì ïîíàäîáèòñÿ ðåçóëüòàò
Ã.Â. Äåìèäåíêî 6.

Òåîðåìà. Ïóñòü ∥D∥ < 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

H = H∗ > 0, K(s) ∈ C1([0, τ ]) (3)

òàêèå, ÷òî

K(s) = K∗(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ], (4)

ïðè ýòîì

C = −
(
HA+A∗H +K(0) HB +A∗HD

B∗H +D∗HA D∗HB +B∗HD −K(τ)

)
> 0. (5)

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïðè F (t, u, v) ≡ 0 ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâî.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ôóíêöèîíàë Ëÿïó-
íîâà�Êðàñîâñêîãî

V1(t, y) = ⟨H(y(t) +Dy(t− τ)), (y(t) +Dy(t− τ))⟩+
t∫

t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s) òàêèå, ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (3)�(5), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ðå-
øåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ
ìû íàõîäèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè, è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà
áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå óñòàíàâëèâàåì îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (1), õàðàêòå-
ðèçóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ïðè t → ∞.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû (1):

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = Ay(t) +By(t− τ)+

+F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0).

(6)
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Çäåñü φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) � çàäàííàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè ωi, i = 1, 2, â (2) ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíû.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå
îáîçíà÷åíèÿ. Ââåäåì òðè ýðìèòîâû ìàòðèöû. Âíà÷àëå îïðåäåëèì ìàòðèöó
M = K(τ) − D∗K(0)D. Èç óñëîâèÿ (5) âûòåêàåò, ÷òî M > 0. Îïðåäåëèì
òåïåðü ìàòðèöû

L = −HA−A∗H −K(0)−

−
(
H(B −AD)−K(0)D

)
M−1

(
(B −AD)∗H −D∗K(0)

)
,

N =
(
H(B −AD)−K(0)D

)
M−2

(
(B −AD)∗H −D∗K(0)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (5) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî M > 0 è L > 0.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Φ = max
t∈[−τ,0]

∥φ(t)∥, q̄1 = q1∥H∥∥H−1∥1+ω1/2(1 + ∥D∥)ω1 .

Ïóñòü θ > 0 òàêîå, ÷òî[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
∥H∥ < min

{
lmin

1 + 2∥N∥ ,
mmin

2

}
,

ãäå lmin > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L è M
ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ε = min{c̃, k}, ãäå

c̃ =
lmin

∥H∥ −
[
q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ

ω2

]
(1 + 2∥N∥),

k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ].

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà ÷èñåë θ è k ÷èñëî ε ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî.
Â äàëüíåéøåì ââåäåííûå ïàðàìåòðû θ, ε, q̄1 áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè

îïèñàíèè ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà÷àëüíîé
çàäà÷è (6) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè, è ïðè óêàçàíèè ðàâíîìåðíûõ îöåíîê
ðåøåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû, ïðåäïîëàãàÿ âíà÷àëå, ÷òî ∥D∥ < 1.
Òåîðåìà 1.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3)�(5) è ∥D∥<e−ετ/2. Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E1,
ãäå

E1 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V1(0, φ))

ω1/2 < ε,
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√
∥H−1∥V1(0, φ)(

1− 2q̄1
ε
(V1(0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (6) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤
√

∥H−1∥V1(0, φ)(
1− 2q̄1

ε
(V1(0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− ∥D∥eετ/2

)−1

e−εt/2 +Φ∥D∥t/τ .

Òåîðåìà 1.1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3)�(5) è ∥D∥ = e−ετ/2. Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E2,
ãäå

E2 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V1(0, φ))

ω1/2 < ε,

√
∥H−1∥V1(0, φ)(

1− 2q̄1
ε
(V1(0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
e−1+ετ/2

ετ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (6) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

( √
∥H−1∥V1(0, φ)(

1− 2q̄1
ε
(V1(0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
t

τ
+ 1

)
+Φ

)
e−εt/2.

Òåîðåìà 1.1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3)�(5) è e−ετ/2<∥D∥<1. Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E3,
ãäå

E3 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, 2q̄1(V1(0, φ))

ω1/2 < ε,

√
∥H−1∥V1(0, φ)(

1− 2q̄1
ε
(V1(0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (∥D∥eετ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (6) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

( √
∥H−1∥V1(0, φ)(

1− 2q̄1
ε
(V1(0, φ))ω1/2

)1/ω1

(
1− (∥D∥eετ/2)−1

)−1

+Φ

)
∥D∥t/τ .

Èç ýòèõ òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H è K(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3)�(5) è ∥D∥ < 1. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.
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Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.1.1�1.1.3 ïðèâåäåíû âî âòîðîì ïàðàãðàôå.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ òàêæå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì î ðàçðå-

øèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è (6) è îá îöåíêàõ åå ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
∥D∥ ≥ 1 è ñïåêòð ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó. Èç ýòèõ òåî-
ðåì áóäåò âûòåêàòü ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (1). Âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â òðåòüåì ïàðàãðàôå.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ áû
îäèí èç ïîêàçàòåëåé íåëèíåéíîñòè â (2) ðàâåí íóëþ, ò. å. ω1ω2 = 0. Ïðè ýòîì,
åñëè ω1 = 0 (èëè ω2 = 0), òî íà êîýôôèöèåíò q1 èç (2) (èëè íà q2) âîçíè-
êàþò óñëîâèÿ âèäà q1 ≤ q∗ (èëè q2 ≤ q∗). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñôîðìóëèðîâàíû
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íà âñåé ïîëóîñè è óêàçàíû îöåíêè ðåøåíèé ñèñòå-
ìû (1). Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ìîäèôèöèðîâàí-
íîãî ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà�Êðàñîâñêîãî V1(t, y). Èç ýòèõ òåîðåì âûòåêàåò
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1).

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ãëàâû îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ìàòðèö H è
K(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3)�(5).

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ(t))) = Ay(t) +By(t− τ(t)) + F (t, y(t), y(t− τ(t))), t > 0,

ãäå A, B, D � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n× n, F (t, u, v) � âåùåñòâåí-
íîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøè-
öà ïî u è îöåíêå (2), τ(t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

0 < τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2 < ∞, τ ′(t) ≤ α < 1.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ. Â ÷àñòíîñòè, óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè â ëèíåéíîé ÷àñòè

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0, (7)

ãäå A(t), B(t) � ìàòðèöû ñ âåùåñòâåííîçíà÷íûìè íåïðåðûâíûìè T -ïåðèîäè-
÷åñêèìè ýëåìåíòàìè, F (t, u, v) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî u è îöåíêå (2). Îñíîâíàÿ
öåëü � èçó÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (7) ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ â ñëó÷àå, êîãäà D � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà, è
åå ñïåêòð ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó.
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Äëÿ èçëîæåíèÿ äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò Ã.Â. Äåìèäåíêî è È.È. Ìàòâååâîé.

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

H(t) = H∗(t) ∈ C1([0, T ]) è K(s) = K∗(s) ∈ C1([0, τ ]) (8)

òàêèå, ÷òî

H(0) = H(T ) > 0, K(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ], (9)

ïðè ýòîì

C(t) =

(
C11(t) C12(t)
C∗

12(t) C22(t)

)
> 0, t ∈ [0, T ], (10)

ãäå

C11(t) = − d

dt
H(t)−H(t)A(t)−A∗(t)H(t)−K(0),

C12(t) = −H(t)B(t)−A∗(t)H(t)D,

C22(t) = K(τ)−D∗H(t)B(t)−B∗(t)H(t)D.

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (7) ïðè F (t, u, v) ≡ 0 ýêñïîíåíöè-
àëüíî óñòîé÷èâî.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ôóíêöèîíàë Ëÿïó-
íîâà�Êðàñîâñêîãî

V2(t, y) = ⟨H(t)(y(t)+Dy(t− τ)), (y(t)+Dy(t− τ))⟩+
t∫

t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ds.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è K(s) òàêèå, ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (8)�(10), ãàðàíòèðóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü
ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ
ìû íàõîäèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (7) ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà
áåñêîíå÷íîñòè, à òàêæå óñòàíàâëèâàåì îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (7), õàðàêòå-
ðèçóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ïðè t → ∞.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû (7):

d

dt
(y(t) +Dy(t− τ)) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ)+

+F (t, y(t), y(t− τ)), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = φ(0).

(11)
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Çäåñü φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) � çàäàííàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè ωi, i = 1, 2, â (2) ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíû.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåêîòîðûå îáî-
çíà÷åíèÿ. Ïî àíàëîãèè ñ ïåðâîé ãëàâîé ââåäåì òðè ýðìèòîâû ìàòðèöû. Âíà-
÷àëå îïðåäåëèì ìàòðèöó M = K(τ) − D∗K(0)D. Èç óñëîâèÿ (10) âûòåêàåò,
÷òî M > 0. Îïðåäåëèì òåïåðü ïðè t ∈ [0, T ] ñëåäóþùèå ìàòðèöû

L(t) = − d

dt
H(t)−H(t)A(t)−A∗(t)H(t)−K(0)−

−
(
H(t)(B(t)−A(t)D)−K(0)D

)
M−1

(
(B(t)−A(t)D)∗H(t)−D∗K(0)

)
,

N(t) =
(
H(t)(B(t)−A(t)D)−K(0)D

)
M−2×

×
(
(B(t)−A(t)D)∗H(t)−D∗K(0)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (10) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî M > 0, L(t) > 0, t ∈ [0, T ].
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Φ = max
t∈[−τ,0]

∥φ(t)∥, hmin = min
t∈[0,T ]

∥H−1(t)∥−1,

q̄1 = q1(1 + ∥D∥)ω1 max
t∈[0,T ]

{
∥H(t)∥∥H−1(t)∥1+ω1/2

}
.

Ïóñòü θ > 0 òàêîå, ÷òî

(q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ
ω2) ∥H(t)∥ < min

{
lmin(t)

1 + 2∥N(t)∥ ,
mmin

2

}
,

ãäå lmin(t) > 0 è mmin > 0 � ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L(t)
è M ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì

ε(t) = min{c̃(t), k}, εmax = max
t∈[0,T ]

ε(t), εmin = min
t∈[0,T ]

ε(t),

ãäå

c̃(t) =
lmin(t)

∥H(t)∥ − (q1∥D∥(1 + ∥D∥)ω1θω1 + q2θ
ω2) (1 + 2∥N(t)∥),

k > 0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ].

Â ñèëó âûáîðà ÷èñåë θ è k ôóíêöèÿ ε(t) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Îáîçíà÷èì

r−ω1/2 = q̄1ω1

[
1− exp

(
−ω1

2

T

∫
0
ε(ξ)dξ

)]−1
T∫

0

exp

(
−ω1

2

η

∫
0
ε(ξ)dξ

)
dη.
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Ââåäåííûå âåëè÷èíû èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè ìíîæåñòâà äëÿ íà÷àëü-
íûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (11) ñóùåñòâóåò íà âñåé
ïîëóîñè, à òàêæå ïðè óêàçàíèè îöåíîê ðåøåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû, ïðåäïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ∥D∥ < 1. Êàê
è â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ ìàòðèö A(t) ≡ A, B(t) ≡ B ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííûì
îáðàçîì çàâèñÿò îò ìàòðèöû D.

Òåîðåìà 2.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è K(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8)�(10) è ∥D∥ < e−εmaxτ/2. Òîãäà ïðè
φ(t) ∈ E1, ãäå

E1 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V2(0, φ) < r,

√
h−1
minV2(0, φ)(

1−
(
r−1V2(0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (11) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV2(0, φ)(

1−
(
r−1V2(0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×

×
(
1− ∥D∥eεmaxτ/2

)−1

exp

(
−1

2

t

∫
0
ε(ξ)dξ

)
+Φ∥D∥t/τ .

Òåîðåìà 2.1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è K(s)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8)�(10), è ñóùåñòâóåò òî÷êà t∗ ∈ [0, T ]

òàêàÿ, ÷òî ∥D∥ = e−ε(t∗)τ/2. Òîãäà ïðè φ(t) ∈ E2, ãäå

E2 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V2(0, φ) < r,

√
h−1
minV2(0, φ)(

1−
(
r−1V2(0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
e−1+γminτ/2

γminτ/2

)
+ ∥D∥Φ < θ

}
,

γ(t) = min

{
ε(t),

2

τ
ln

1

∥D∥

}
, γmin = min

t∈[0,T ]
γ(t),

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (11) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

14



∥y(t)∥ ≤

√
h−1
minV2(0, φ)(

1−
(
r−1V2(0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

×

×
(
t

τ
+ 1

)
exp

(
−1

2

t

∫
0
γ(ξ)dξ

)
+Φ∥D∥t/τ .

Òåîðåìà 2.1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è K(s)

òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8)�(10) è e−εminτ/2 < ∥D∥ < 1. Òîãäà ïðè
φ(t) ∈ E3, ãäå

E3 =

{
φ(t) ∈ C1([−τ, 0]) : Φ < θ, V2(0, φ) < r,

√
h−1
minV2(0, φ)(

1−
(
r−1V2(0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− (∥D∥eεminτ/2)−1

)−1

+ ∥D∥Φ < θ

}
,

ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (11) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥y(t)∥ ≤


√

h−1
minV2(0, φ)(

1−
(
r−1V2(0, φ)

)ω1/2
)1/ω1

(
1− (∥D∥eεminτ/2)−1

)−1

+Φ

 ∥D∥t/τ .

Èç ýòèõ òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 2.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t) è

K(s) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8)�(10) è ∥D∥ < 1. Òîãäà íóëåâîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû (7) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.1.1�2.1.3 ïðèâåäåíû âî âòîðîì ïàðàãðàôå.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ òàêæå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì î ðàçðåøè-

ìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è (11) �â öåëîì� è îá îöåíêàõ åå ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ∥D∥ ≥ 1, è ñïåêòð ìàòðèöû D ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó. Èç
ýòèõ òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëå-
âîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7). Ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â òðåòüåì ïàðàãðàôå.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ áû
îäèí èç ïîêàçàòåëåé íåëèíåéíîñòè â (2) ðàâåí íóëþ, ò. å. ω1ω2 = 0. Ïðè ýòîì,
åñëè ω1 = 0 (èëè ω2 = 0), òî íà êîýôôèöèåíò q1 èç (2) (èëè íà q2) âîçíèêàþò
óñëîâèÿ âèäà q1 ≤ q∗ (èëè q2 ≤ q∗). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñôîðìóëèðîâàíû òåîðå-
ìû ñóùåñòâîâàíèÿ íà âñåé ïîëóîñè è óêàçàíû îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû (7).
Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèîíàëà V2(t, y).
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Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèö
H(t) è K(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ (8)�(10). Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ
âîïðîñ î òîì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ýòè ìàòðèöû.

Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòà-
òû.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ

1. Íàéäåíû ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà÷àëü-
íûõ çàäà÷ äëÿ êëàññà ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåé-
òðàëüíîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ ñóùå-
ñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè, è ïîëó÷åíû îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü óáû-
âàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì íà áåñêîíå÷íîñòè. Óñòàíîâëåííûå îöåíêè ðåøåíèé ÿâ-
ëÿþòñÿ àíàëîãàìè îöåíîê Êðåéíà äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

2. Îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå íà-
÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ êëàññà ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ
ñóùåñòâóåò íà âñåé ïîëóîñè, è ïîëó÷åíû îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü
óáûâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì íà áåñêîíå÷íîñòè.

3. Äîêàçàíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ êëàññîâ ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåé-
òðàëüíîãî òèïà.
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